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XI 


PREFACIO 


Este libro es una revision de la cuarta edicion, publicada en 1984. Esa edicion, al 
igual que las precedentes, ha servido como texto de un curso de introduction a la 
teoria y aplicaciones de las funciones de una variable compleja. Esta revision 
preserva el estilo y el contenido basico de las anteriores, escritas las dos primeras 
por Ruel V. Churchill. 

En esta edicion, el segundo autor se ha concentrado en la revision de los 
primeros ocho capitulos. Por mencionar algunas de las mejoras mas significati- 
vas, ahora el tratamiento de las primitivas precede y motiva la presentation del 
teorema de Cauchy-Goursat, se ilustra el uso de los residuos en el calculo de 
transformadas inversas de Laplace, el teorema de Rouche aparece mucho antes 
en el texto, y las transformaciones en el capitulo de aplicaciones se han reordena- 
do con el fin de hacer que las mas dificiles esten ubicadas al final. 

Como ejemplos de otras mejoras, el punto del infinito se introduce ahora de 
modo mas natural con la definition de limite, se han anadido varios ejemplos de 
aplicaciones al hablar por vez primera de funciones de una variable compleja, y 
se ha reforzado la motivation de la funcion logaritmo. Ademas, se ha simplificado 
la deduction de diversas identidades trigonometricas, la demostracion del princi- 
pio del modulo maximo es ahora mas autocontenida, y el teorema de Laurent se 
presenta de un modo mas conveniente para su utilization. Finalmente, se ha 
mejorado la exposition en general y se ha modificado o anadido un numero 
considerable de figuras y ejercicios. 

Tal como sucedia con la primera edicion, el primer objetivo de esta cuarta es 
desarrollar de forma rigurosa y autocontenida aquellas partes de la teoria que 
son esenciales en sus aplicaciones. El segundo objetivo es proporcionar una intro¬ 
duccion a las aplicaciones de los residuos y de las transformaciones conformes. Se 
ha puesto especial enfasis en resolver problemas de contorno que aparecen en el 
estudio de conduction del calor, potencial electrostatico y flujo de fluidos. Por 
tanto, el libro puede ser considerado como complementario de los volumenes 
Fourier Series and Boundary Value Problems, de los autores, y Operational Ma¬ 
thematics, de Ruel V. Churchill, en los que se analizan otros metodos clasicos de 
resolution de ese tipo de problemas. El citado en ultimo lugar contiene tambien 
aplicaciones de los residuos en relation con la transformation de Laplace. 
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xiv VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES 

Los primeros nueve capitulos de este libro, con varias sustituciones de los 
restantes, han constituido durante anos el contenido de un curso de tres horas 
semanales en la Universidad de Michigan. Los alumnos provenian de Matemati- 
cas, Ingenieria o Fisica. Antes de seguir este curso, habian pasado al menos por 
cursos de Calculo, a veces incluso avanzado, y de introduction a las Ecuaciones 
Diferenciales. Para acomodarse a la audiencia mas amplia posible, hay notas a pie 
de pagina que se refieren a libros en los que pueden consultarse demostraciones y 
discusiones de los aspectos mas delicados del Calculo que se van necesitando en 
cada momento. Parte del material de este libro es opcional y puede dejarse como 
lectura voluntaria para los estudiantes, fuera del curso normal. Si se desean ver en 
el curso las aplicaciones por funciones elementales y las transformaciones confor- 
mes antes de lo que aqui se presentan, puede pasarse directamente a los capitulos 
7, 8 y 9, nada mas terminar el capitulo 3. 

La mayor parte de los resultados basicos se enuncian como teoremas, segui- 
dos por ejemplos y ejercicios ilustrativos. En el Apendice 1 se recoge bibliografia 
sobre otros libros, en general mas avanzados. El Apendice 2 contiene una tabla 
de transformaciones conformes utiles en la practica. 

En la preparation de esta revision, el segundo autor ha aprovechado sugeren- 
cias de diversas personas. Entre los amigos que han utilizado la version anterior y 
han hecho aportaciones especificas se encuentran B. S. Elenbogen, M. H. Hoft, 
M. Jerison, y M. A. Lachance. Ha habido, asimismo, considerables sugerencias de 
quienes han revisado partes de la edition anterior y el manuscrito de la presente: 
S. H. Davis, Rice University; P. M. Fitzpatrick, University of Maryland; R. A. 
Fontenot, Whitman College; H. Hochstadt, Polytechnic University; W. L. Perry, 
Texas A&M University; F. Rispoli, Dowling College; y C. H. Wilcox, University 
of Utah. 

He recibido ademas el interes constante y el apoyo de G. H. Brown, Jr., J. R. 
Brown, S. M. Flack, G. E. Hay, S. J. Milles, R. P. Morash, J. A. Moss, F. J. Papp, 
y R. L. Patterson, asi como Robert A. Weinstein, Michael Morales, y Scott 
Amerman, del departamento editorial de McGraw-Hill. 
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CAPITULO 

_ UNO 

NUMEROS COMPLEJOS 


En este capitulo estudiamos la estructura algebraica y geometrica de los numeros 
complejos. Suponemos conocidas varias propiedades correspondientes en los 
numeros reales. 


1. DEFINICION 

Los numeros complejos z se pueden definir como pares ordenados 

^ = (x, y) [1] 

de numeros reales xe y, con las operaciones de suma y producto que especificare- 
mos mas adelante. Se suelen identificar los pares (x, 0) con los numeros reales x. 
El conjunto de los numeros complejos contiene, por tanto, a los numeros reales 
como subconjunto. Los numeros complejos de la forma (0, y) se llaman numeros 
imaginarios puros. Los numeros reales x e v en la expresion [1] se conocen, 
respectivamente, como parte real y parte imaginaria de z. Escribiremos: 

Re z = x, Im z = y. [2] 


Dos numeros complejos (x u y\) y (x 2 , y 2 ) se dicen iguales si tiendn iguales las 
partes real e imaginaria. Es decir: 

(* 1 » y l) = (* 2 > yi) si y solo si x x = x 2 e y x = y 2 . [3] 

La suma + z 2 y el producto z t z 2 de dos numeros complejos = (x lt yj y 
2 1 - {x 2 , y 2 ) se definen por las ecuaciones: 
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(*i, y i) + (*2> y 2) = (-U + -v 2 , >’1 + M 

Gi, it)(.v 2 , y 2 ) = Uyx 2 - VU’2, .Vix 2 + X!>’ 2 ). 
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En particular, (x, 0) + (0, y) = (x, y) y (0, l)(y, 0) = (0, y); luego 

(x, y) = (x, 0) + (0, l)(y, 0). [6] 

Notese que las operaciones definidas por las ecuaciones [4] y [5] son las 
usuales cuando se restringen a los numeros reales: 

(x x , 0) + (X 2 , 0) = (x x + x 2 , 0), 

(x x , 0)(x 2 , 0) = (x x x 2 , 0). 

El sistema de los numeros complejos es, en consecuencia, una extension natural 
del de los numeros reales. 

Pensando en un numero real como x o como (x, 0), y denotando por i el 
numero imaginario puro (0, 1), podemos reescribir la Ecuacion [6] asi* 

(x, y) = x + iy. [7] 

Asimismo, con el convenio z 2 = zz, z 3 = zz 2 , etc., hallamos que 

i 2 = (0, 1)(0, 1) = (-1, 0); 

es decir, 

i 1 = -1. 

A la vista de la expresion [7], las Ecuaciones [6] y [7] se convierten en 

(xj + iy i) + (x 2 + iy 2 ) = (x x + x 2 ) + i(y 2 + y 2 ), [8] 

(x x + ^^2 + iy 2 ) = (x x x 2 - ViVz) + /(}qx 2 + x x y 2 ). [9] 

Observese que los miembros de la derecha en esas ecuaciones se pueden obtener 
formalmente manipulando los terminos de la izquierda como si solo contuvieran 
numeros reales, y sustituyendo i 2 por — 1 cuando aparezca. 

2. PROPIEDADES ALGEBRAICAS 

Varias propiedades de la suma y del producto de numeros complejos coinciden 
con las de los numeros reales. Recogeremos aqui las mas basicas y verificamos 
algunas de ellas. 

Las leyes conmutativas 

Z x + Z 2 = Z 2 + Zj, z x z 2 = Z 2 Zj [1] 
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y las asociativas 

(Zj + z 2 ) + Z 3 = z x + (z 2 + z 3 ), (z 1 z 2 )z 3 = z x (z 2 z 3 ) [2] 

se siguen facilmente de las definiciones de la suma y el producto de numeros 
complejos, y del hecho de que los numeros reales las satisfacen. Por ejemplo, si 

z i = (*i> yi) y z i = (x 2 , y 2 ), 

- entonces 


z x + z 2 = (x x , y x ) + (x 2 , y 2 ) = (x x + x 2 , y t + y 2 ) = (x 2 + x u y 2 + y t ) 

= (* 2 , y 2 ) + (a x , Vi) = + z x . 

La verification de las restantes, asi como de la ley distributive 

z(z x + z 2 ) = zz x + zz 2 , [3] 

es similar. 

De acuerdo con la ley conmutativa del producto, iy = yi; luego esta permiti- 
.do escribir 

z = x + iy o z = x + yi. 

Ademas, por las leyes asociativas, una suma z 1 + z 2 + z 3 o un producto z x z 2 z 3 
estan bien definidos sin parentesis, igual que ocurria con los numeros reales. 

La identidad aditiva 0 = (0, 0) y la identidad multiplicativa 1 = (1, 0) de los 
numeros reales se transfieren al sistema de los numeros complejos. O sea, 

z + 0 = zyz-l=z [4] 

para todo numero complejo z. Mas aun, 0 y 1 son los unicos numeros complejos 
con tales propiedades. Para establecer la unicidad de 0, supongamos que (u, v) es 
una identidad aditiva, y escribamos 

(x, y) + (u, v) = (x, y), 

donde (x, y) es cualquier numero complejo. Se deduce que 

I x + u = xey + v=y;' 

| o sea, u = 0 y v = 0. El numero complejo 0 = (0, 0) es, por tanto, la unica 
f identidad aditiva. 

1 Cada numero complejo z = (x, y) tiene asociado un inverso aditivo 
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En electronica se utiliza el simbolo j en lugar de 


-z = (~X, -y) 


[5] 
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que satisface la ecuacion z + ( — z) = 0. Ademas, hay un solo in verso aditivo para 
cada z, pues la ecuacion (x, y) + (u, v) = (0, 0) implica que u = -xyv = -y. 
Los inversos aditivos se usan para defmir la resta: 

z 1 - z 2 = Zl + (-z 2 ). [6] 

Luego si Zj = (*!, y x ) y z 2 = (x 2 , y 2 ), entonces 

Z 1 ~ z 2 = (*i - x 2 , y 1 - y 2 ) = ( Xl - x 2 ) + - y 2 ). [7] 

Analogamente, para todo numero complejo z = (x, y) no nulo, existe un 
numero complejo z tal que zz 1 = 1. Este inverso multiplicativo es menos 
obvio que el aditivo. Para hallarlo, buscamos numeros reales u, v expresados en 
terminos d e x e y, tales que 

(x, y)(u, u) = (1, 0). 

Segun la Ecuacion [5] de la Section 1, que define el producto de dos numeros 
complejos, u y v han de satisfacer el par 


La division por un numero complejo no nulo se define mediante: 

- = W (Z 2 # 0). [10] 

z 2 

Si Zj = (x 1; y,J y z 2 = (x 2 , y 2 ), las Ecuaciones [8] y [10] prueban que 

£i = f*\ X 2 + J’tV'2 yix 2 - Xiy 2 \ = / x x x 2 + ( y ,x 2 - 

z 2 \ A + A xj + y\ ) \ x 2 2 + y 2 2 J \ xl + yl ) 

(z 2 # 0). [11] 

El cociente z t /z 2 no esta definido cuando z 2 = 0; notese que z 2 = 0 significa que 
x\ + y\ = 0, y esto no esta permitido en las expresiones [11], 

Finalmente, mencionamos algunas identidades relativas a los cocientes, no 
por esperadas menos utiles. Estan basadas en la relation 

- = z 2 1 (z 2 # 0), [12] 


xu - yv = 1, yu + XV = 0 


de ecuaciones lineales simultaneas; y un sencillo calculo 
solution 


proporciona la unica 


u 


x 2 + y 2 ' 


-y 

x 2 + y 2 


que es la Ecuacion [10] para z 1 = 1, y que nos permite escribir esa ecuacion en la 
forma 


z 2 



(Z 2 7^ 0). 


Observando que (vease Ejerc. 11) 


[13] 


De modo que el inverso multiplicativo de z = (x, yj es 


z 1 = 


-y 


x 2 + y 2 x 2 + y 2 


(z # 0). 


[ 8 ] 


La existencia de inversos multiplicativos nos capacita para demostrar que si 
m producto z,z 2 e.v cero, entonces al menos uno de los factores, z. o z . es cero. 

orque supongamos que :,z 2 = 0 y que Zi ^ 0. El inverso multiplicativo z,' 1 
existe y, segun la defimcion de la multiplication, todo numero complejo por cero 
da cero. Luego F 


z 2 - 1 • Z 2 = (Zj 1 Z 1 )Z 2 = Zl \ Zl z 2 ) = zf 1 • o = 0. 


[9] 


V l- Z/\- 1 




y que, por tanto, (z : z 2 ) 1 = z t 1 z 2 ', uno puede usar la relation [12] para 
comprobar la identidad 


1 

ZiZ 2 


^ ^ — ) (Zl ¥= o, z 2 # 0). 


[14] 


Con la ayuda de las Ecuaciones [13] y [14], es ya facil mostrar que 


Z\ + z-> 


= ^ + 


Z X Z 


\ z 2 


Z-iZ 


3^4 


-) (z 3 ^0,z 4 /0). [15] 


Esto es, si z^ 2 0, o bien — 0 o z 2 — 0, o quiza ambos son cero. Otra forma 

e enunciar este resultado es decir que si dos numeros complejos son distintos de 
cero, su producto tambien es distinto de cero. 
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Ejemplo. Calculos como el que sigue quedan ahora justificados: 


(?.rret3 i)(i + /) 


5 + i 
ij\5 + i 


5 + i 5 1 

26 = 26 + 26 *' 
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EJERCICIOS 

1. Comprobar que: 

a) - i) ~ H 1 - n/2') = ~ 2i ’ 

c) (3,1)(3, -l)(j^) = (2, D; 

5 _ i . 

e) (1 - /)(2 - 0(3 - i ) 2’ 


6) (2, — 3)(—2, 

1 + 2 / 2 

rf) ^-r- + - 

' 3-4/ 

/) (1 - 0* = 


1 ) = 
— / 
IT” 

-4. 


(- 1 , 8 ); 


2 

5’ 


2. Demostrar que (1 + z) 2 = 1 + 2z + z 2 . 

3. Comprobar que los numeros complejos z = 1 ± / satisfacen la ecuacion z 2 - 2z + 
+ 2 = 0 . 

4. Resolver la ecuacion z 2 + z + 1 = 0 para z = (+ y) escribiendo 

(jc, y)(x, y) + (x, y) + (1, 0) = (0, 0) 


12. Demostrar que si z l z 2 z 3 = 0, entonces al menos uno de los factores es nulo. 

13 . Comprobar la identidad [14], Section 2. 

14 . Establecer la primera de las identidades [15], Section 2. 

Probar segunda de las identidades [15] de la Section 2, y usarla para demostrar 
la ley de cancelation 


= — ( z ^0,Z 2 ?t 0). 
zz 2 z 2 


16, Establecer por induction matematica la formula del binomio 

«(" - !) 2_2 


(zi + z 2 )" = A. + + 


2! 


z"r 2 zi + 


+ * n - W” - 2) - (” - * + - + z" 2> 

k\ 

donde z x y z 2 son numero complejos arbitrarios, ywesun entero positivo («= 1,2,...). 


y resolviendo entonces un par de ecuationes 
Sugerencia: Notese que ningun numero 
probar que y # 0. 


lineales simultaneas en x e y. 

real x satisface la ecuacion dada para 


Sol. z 



5. Probar que la multiplication es conmutativa, tal como se afirmo en la segunda 
Ecuacion[l], Section 2. 

6. Verificar la ley asociativa de la suma, enunciada en la primera de las Ecuaciones [2], 
Section 2. 

7. Verificar la ley distributiva [3], Section 2. 

8. Usar la ley asociativa de la suma y la ley distributiva para demostrar que 


z(z 2 + Z 2 + Z 3 ) = zz t + zz 2 + ZZ 3 . 

9 Probar que el numero complejo 1 = (1, 0) es la unica identidad mult.plicativa. 
Sugerencia: Notese que si (u, v) es un inverso multiplicativo, entonces en particula , 

(1, 0)(u, o) = (1, 0). 


3. INTERPRETACION GEOMETRICA 

Es natural asotiar el numero complejo z = x + iy con un punto del piano cuyas 
coordenadas rectangulares son xey. Cada numero complejo corresponde a un 
punto exactamente, y reciprocamente. El numero —2 + i, por ejemplo, viene 
representado por el punto (-2, 1) en la Figura 1. El numero z puede pensarse 
como el segmento dirigido, o vector, que va desde el origen hasta el punto (x, +)• 
De hecho, a menudo nos referiremos al numero complejo como el punto z o 
como el vector z. Cuando se utiliza a efectos de representar geometricamente los 
numeros z = x + iy, el piano xy se llama piano complejo o piano z. El eje x se 
llama eje real, y el eje + se llama eje imaginario. 



10. Probar que: 

a) Im(/z) = Rez; b) Re(/z) = -Imz; 

c) — z (z # 0); d) (—1 ) z = ~ z - 

1/z 

11. Mediante las leyes asociativa y conmutativa del producto, probar que 

(ZiZ 2 )(z 3 Z 4 ) (z 1 z 3 )(z 2 z 4 ). 


De acuerdo con la definition de suma de dos numeros complejos z 3 — + 

J'iyz 2 = x 2 + y 2 , el numero z 2 + z 2 corresponde al punto (x t + x 2 , y 2 + y 2 \ 
Corresponde, asimismo, a un vector con esas coordenadas como componentes. 
Por tanto, z 2 + z 2 se puede obtener vectorialmente como indica la Figura 2. La 
diferencia z x — z 2 = z 2 + (— z 2 ) corresponde a la suma de los vectores de z 2 y 
— z 2 (Fig. 3). Hagamos notar que, trasladando el radio vector z 2 — z 2 en la 
Figura 3, cabe interpretar z x — z 2 como el segmento dirigido desde el punto {x 2 , 
www.elsolucionariff.^&ftsta el (x 2 , y x ). 
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Figura 2 



Aunque el producto de dos numeros complejos Zj y z 2 es el mismo numero 
complejo representado por un vector, ese vector esta en el mismo piano que los 
vectored de z, y z 2 . Es evidente, pues, que ese producto no es m el producto 
escalar ni el producto vectorial que se usan en el analisis vectorial ordmario. 
interpretation geometrica del producto de z, y z 2 se discutira en la Seccion . 
El modulo, o valor absoluto, de un numero complejo z = x + ty se detine 

+ y 2 y se denota |z|; esto es, 


como el numero real negati - v o ^fx 

1 


ki = y 


x 2 + y 2 . 


[ 1 ] 


Geometricamente, el numero |z| es la distancia entre el punto (x,y) y el origen, o 
sea, la longitud del vector que representa a z. Se reduce al valor absoluto usua 
los numeros reales cuando y = 0. Notese que mientras la desigualdad z, < z 2 
carece de sentido a menos que z x y z 2 sean ambos reales, es decir, que |z,j < \z 2 \ 
significa que el punto z x esta mas cerca del origen que z 2 . 

Ejemplo 1. Como |-3 + 2*1 = ^ y |1 + 4*| = ^17, el punto -3 + 2* esta 
mas proximo del origen que 1 + 4 i. 


La distancia entre dos puntos z x = x t + iy i y z 2 
Eso es claro a la vista de la Figura 3, porque |z 2 


= x 2 + iy 2 ®s |zi z 2 


z, | es la longitud del vector 
que representa a z x - z 2 . Alternativamente, se deduce de la defimcion [1] y de la 
expresion 

z, — z 2 = (x x — X 2 ) + i(yi — y 2 ) 


que 

|z t - z 2 | = yy - x 2 ) 2 + 0>i - y 2 f ■ 


De la definicion [1] se sigue que los numeros reales |z|, Re z = x, e Im z = y 
estan relacionados por la ecuacion 

] z | 2 = (Re z) 2 + (Im z) 2 . [2] 

Asi pues 

Re z ^ |Re z| ^ |z|, Im z |Im z| ^ |z|. [3] 

El complejo conjugado, o simplemente el conjugado, de un numero complejo 
z = % + iy se define como el numero complejo x — iy, denotado por z; esto es, 

z = x - iy. [4] 

El numero z viene representado por el punto (x, — jj, reflejado en la recta real 
del punto (x, y) que representaba a z (Fig. 4). Notese que z = z y |z| = |z| para 
todo z. 

Si z x = Xj + y z 2 = x 2 + iy 2 , entonces 

Zi + Z 2 = (Al + x 2 ) - i(y 1 + y 2 ) = (x t - iy x ) + (x 2 - iy 2 ). 



Asi que el conjugado de la suma es la suma de los conjugados: 


Z 1 + z 2 - Zj + z 2 . 

I 

[5] 

Del mismo modo, es facil ver que 



Z 1 — Z 2 = Zi — z 2 , 


[6] 

ZjZ 2 = z 1 z 2 . 


[7] 

^ ^ o). 


[8] 


Los numeros complejos z correspondientes a los puntos del circulo con centre 
en el origen y radio R, satisfacen la ecuacion |z - z 0 | = R, y reciprocamente. Nos 
referiremos a ese conjunto de puntos como el circulo 


La suma z + z de un numero complejo y su conjugado es el numero real 2x, y 
la diferencia z — z es el numero imaginario puro 2 iy. Por tanto, 


z - z 0 


= R. 


Ejemplo 2. La ecuacion |z — 1 + 3i| 
z 0 = (1, -3) y de radio R = 2. 


= 2 representa el circulo centrado en 

www.elsolucionario.net 


Re z = 


z + z 


Im z = 


2 i 


[9] 
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Una identidad importante que relaciona el conjugado de un numero complejo 
con su modulo es 


donde cada lado es igual ax 2 + y 2 . Proporciona otro metodo de determinar el 
cociente zj/z 2 en las expresiones [11], Seccion 2. El procedimiento consiste en 
multiplicar numerador y denominador por z 2 , de manera que el denominador se 
convierte en el numero real |z 2 | 2 . 

Ejemplo 3. Como ilustracion, 


— 1 + 3/ (—1 + 3/)(2 + /) —5 + 5/ — 5 + 5/ 


(2 - /)(2 + /) 


12 - /[ 


= — 1 + I. 


Vease tambien el ejemplo del final de la Seccion 2. 

Con ayuda de la identidad [10], podemos obtener facilmente otras propie- 
dades de los modulos a partir de las de los conjugados ya vistos. Mencione- 
mos que 

\ZiZ 2 \ = \Zi\\z 2 \, [11] 

— = p4 (* 2 * 0)- [12] 

z 2 \z 2 \ 


Para establecer la propiedad [11], escribimos 

1^21 2 = (Zi^XZjZj) = (ZiZjiz^) = 


(\Zl\\z 2 \) 7 


y recordemos que un modulo nunca es negativo. La propiedad [12] es verificable 
de forma analoga. 


4. DESIGUALDAD TRIANGULAR 

Las propiedades de los modulos y de los conjugados de la Seccion 3 hacen 
posible deducir algebraicamente la desigualdad triangular, que proporciona una 
cota superior al modulo de la suma de dos numeros complejos z t y z 2 : 

\Zi + Z 2 | ^ |zj + |z 2 |. [1] 

Esta importante desigualdad es geometricamente evidente de la Figura 2 de la 
Seccion 3. En efecto, es sencillamente la afirmacion de que la longitud de un lado 
de un triangulo es menor que la suma de las longitudes de los otros dos lados. 
Vemos en la Figura 2 que [1] es realmente una igualdad cuando los puntos z t , z 2 
y 0 son colineales. WWW. 


Iniciamos la deduction algebraica escribiendo 

|2l + Z 2 \ 2 = ( Z i + Z 2)( Z 1 ' + -2) == (-1 + -2)^1 + z 2 ) 

y efectuando el producto de la derecha. Eso lleva a 


Ahora bien 


|Zl + Z 2 | 2 = ZiZj + (z 1 z 2 + z,z 2 ) + Z 2 Z 2 . 


Z\Z 2 + z t z 2 = 2Re (z 1 z 2 ) g 2|z 2 ^ 2 i = 2|^ x j|z 2 1; 


\zi + z 2 l 2 ^ |zil 2 + 2|z 1 ||z 2 | + |z 2 1 2 , 


|zi + Z 2 I 2 ^ (IzJ + I z 2 1) 2 * 

Como los modulos son no negativos, se deduce la desigualdad [1], 

La desigualdad triangular se puede generalizar por medio de la induccion 
matematica a sumas de cualquier numero finito de terminos: 

I Z X + z 2 + ••• + z B | ^ |Zil + |z 2 l + ••• + |z„| (n = 2, 3, ...). [2] 

Para entrar en los detalles de la demostracion, digamos que cuando n = 2, la^ 
desigualdad [2] es justamente la desigualdad [1], Ademas, si se supone que [2] es 
valida cuando n = m, ha de serlo tambien para n = m + 1, puesto que por la 
desigualdad triangular, 

|(Z! + Z 2 + ••• + Z m ) + Z m+1 1 ^ IZj + z 2 + ••• + Z m | + |z m+1 | 

^ (|Zi| + |z 2 | + ••• + \z m \) + |z m+1 | . 

Tambien se desprende de [1] que 

|zi + Z 2 | & llzj - |z 2 ||. [3] 


Para deducir la desigualdad [3], escribimos 


de modo que 

elsolucionario.net 


IZi I = |(zj + Z 2 ) + ( —Z 2 )| ^ | Z x + Z 2 1 + | Z 2 1, 


I Z 1 + z 2 1 ^ |Zii - |z 2 |. 
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Esta es la desigualdad [3] cuando | z t \ ^ \z 2 \. Si \z 2 \ < |z 2 |, necesitamos solo 
intercambiar .-j y z 2 en [4] para obtener 

\z 1 + Z 2 | ^ — (l*ll — I ^2 !)•> 

que es el resultado deseado. La desigualdad [3] nos dice, naturalmente, que la 
longitud de un lado de un triangulo es mayor o igual que la diferencia entre las 
longitudes de los otros dos lados. (Vease Fig. 2 de la Sec. 3.) 

Se obtienen formas alternativas utiles de las desigualdades [1] y [3] al 
sustituir z 2 por — z 2 . 


I*i - z 2 1 ^ |Zi| + |z 2 |, [5] 

1*1 - *2 I ^ ll*ll - I "2II* M 


9. Usar los resultados de la Seccion 3 para demostrar que cuando z, y z 2 son no nulos: 

l*i I 


a) 



_ *1 . 

b) 

*i 

\* 2 *3/ 

*2*3 


*2*3 


1*2 II *3 I 


10 Con ayuda de las desigualdades de la Seccion 4, probar que cuando |z 3 | A |z 4 |. 


Zi + z 2 


*3 + *4 


l*ll + l* 2 l 


11 . En cada caso, esbozar el conjunto de puntos determinado por la condition expuesta: 
a) | Z - 1 + ;| = 1; b ) |z + i\ ^ 3; c) Re (z - i) = 2; 

» d) \2z — i\ = 4. 

12. Aplicar las desigualdades de las Secciones 3 y 4 para demostrar que 


Ejemplo. Si un punto z esta en el circulo unidad |z| = 1 centrado en el origen, 
entonces 

|z 2 + z + 1| ^ |z| 2 + |z| + 1 = 3 
|z 3 - 2| £; ||z| 3 — 2| = 1. 


|Im (1 - z + z 2 )| < 3 cuando |z| < 1. 


13 . Factorizando z 4 - 4z 2 + 3 en dos factores cuadraticos y usando entonces la 
desigualdad [6] de la Seccion 4, probar que si z esta en el ciculo |z| = 2, entonces 


1 

z 4 — 4z 2 + 3 



EJERCICIOS 

1. Localizar los numeros z, + z 2 y z t — z 2 vectorialmente, si: 

a) Zi = 2 i, z 2 = f — i\ b) z t = ( — y/3, 1), z 2 = (\/3> 

c) Zi = (-3, 1), z 2 = (1, 4); d) z t = x y + iy u z 2 = x 2 - iy v 

2. Probar que: 

a) z + 3i = z — 3/; b ) fz = —/z; c) (2 + i) 2 = 3 — 4/; 

d) |(2z + 5 )(J~2 - /)| = y3|2z + 5|. 

3. Verificar las desigualdades [3], Seccion 3, relativas a Re z, Im z y |z|. 

4. Probar que ^/2\z\ S |Re z| + |Im z|. 

5. Comprobar las propiedades [6] y [7] de z en la Seccion 3. 

6. Probar que: 

a) Z es real si y solo si z = z; 

b ) z es real o imaginario puro si y solo si (z 2 ) = z 2 . 


14. En la Seccion 2 se demuestra que si z,z 2 = 0, al menos uno de los factores ha de 
ser cero. Dar otra demostracion basada en el resultado analogo para los numeros 
reales, mediante la identidad [11], Seccion 3. 

15. Probar por induction que cuando n = 2, 3, ..., 

a) Zi + z 2 + ••• + z„ = Zj + z 2 + ••• + z„; b) z i z 2 z„ = z 1 z 2 ■■■ z„. 

16. Sean a 0 , a u a 2 ,..., a„(n > 1) numeros reales, y z cualquier numero complejo. Con la 
ayuda de los resultados del Ejercicio 15, probar que 

a 0 + a x z + a 2 z 2 + ••• + a„z n = a 0 + a 2 z + a 2 z 2 4- ■•• + a„z". 

17. Demostrar que la ecuacion |z — z 0 | = R del circulo con centro en z 0 y radio R, se 
puede escribir 

|z| 2 - 2Re (zz 0 ) + |z 0 1 2 = R 2 ■ 

18. Usando las expresiones [9], Seccion 3, para Re z e Im z, probar que la hiperbola 
x 2 — y 2 = l puede escribirse 

z 2 + z 2 = 2. 

19. Usando el hcho de que | z t — z 2 | es la distancia entre los puntos z 2 y z 2 , dar un 
argumento geometrico para ver que 

la ecuacion jz — 4/| + |z + 4/1 = 10 representa una elipse con focos en (0, +4); 


7. Usar la propiedad z t z 2 = z,z 2 para verificar que: a) z t z 2 z 3 — b) (z 4 ) — (z) 4 . 

8. Verificar la propiedad [12] de los modulos, Seccion 3. WWW.6lS0lUCi0n3ri0.n6t 
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b) la ecuacion \z — 1| = |z + i| representa la recta de pendiente -1 que pasa por 
el origen. 

5. FORMA POLAR 

Sean r y 0 coordenadas polares del punto (x, y) que corresponde a un numero 
complejo no nulo z = x + iy. C omo _ 



x = r cos 0 e y = r sen 0, 


z puede ser 


[ 1 ] 


donde el cuadrante que contiene al punto correspondiente a z debe ser especifica- 
do. En general, entonces, si 

z = r[cos (0 + 2nn) + i sen (0 + 2/ra)] (n = 0, ±1, ±2, ...), [5] 


z = r(cos 0 + i sen 9). [2] 

En analisis complejo, no se admiten r negativos; sin embargo, como en el Calculo, 
9 tiene infinitos valores posibles, incluyendo valores negativos. 

Ejemplo 1. El numero complejo 1 - /', que esta en el cuarto cuadrante, pasa 
a ser 



cos 



+ i sen 



[3] 


donde r es el modulo de z y 9 es cualquier valor particular de arg z. 

Si z = 0. 9 es indefinido . De modo que cualquier numero complejo que vaya 
a ser escrito en polares se sobreentiende que es distinto de cero, aunque tal 
' requisito no se haga explicito. 

El valor principal de arg z, denotado Arg z, se define como el unico valor de 
arg z tal que — n < arg z ^ n. El valor principal se ha usado en la expresion [3] 
para el numero 1 — i. Notese que arg z = Arg z + 2nn (n = 0, +1, ±2, ...). 
Asimismo, cuando z es un numero real negativo, Arg z = n. 

Vamos ahora con una importante identidad sobre los argumentos, a saber, 

arg (z 1 z 2 ) = arg z t + arg z 2 . [6] 


en forma polar. Observese que cualquiera de los valores 

9 = — v + 2/t7r (n = 0, ±1, ±2, ...) 

4 


Debe interpretarse diciendo que si se especifican dos de esos tres argumentos 
(multivaluados), entonces existe un valor del tercer argumento que satisface la 
ecuacion. 

Para demostrarlo, partimos de z x y z 2 en forma polar: 


puede ser usado aqui. Por ejemplo. 



z i = (cos 9 1 + i sen 9J, z 2 = r 2 (cos 9 2 + i sen 9 2 ). (7) 

Efectuando el producto se ve que 

z i z 2 = '"^[(cos cos 9 2 — sen sen 9 2 ) + /'(sen 0 t cos 9 2 + cos 9 1 sen 0 2 )], 


El numero positivo r es la longitud del vector correspondiente a z; es decir, ^ 6810 se re ^ uce a la forma polar del producto 

r = |z|. El numero 9 se llama un argumento de z, y escribimos 9 — arg z. Asi 

pues, geometricamente, arg z denota el angulo, medido en radianes, que forma z z i z 2 = /V 2 [cos (0, + 0 2 ) + i sen (0j + 0 2 )] [8] 

con el eje real positivo, cuando z se interpreta como un radio vector (Fig. 5). 

Toma cualquier valor de entre infinitos posibles, que difieren dos a dos en Anora bien, 0! y 0 2 pueden ser valores cualesquiera de arg z x y arg z 2 , respectiva- 

multiplos de 2n Estos valores se pueden dfeterminar mediante la ecuacion mente, y queda claro por la Ecuacion (8) que 0, + 0 2 es un valor de arg (z x z 2 ) 

(vease Fig. 6). 

y Si, por otra parte, se especifican valores de arg (z 1 z 2 ) y de arg : t , esos valores 

tan 0 = -> www.elsolucionarp^^if 011 ^ 11 a elecciones particulares de n y n y en las expresiones 
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y 5 de acuerdo con la Ecuacion [8], 

(a n 

i senl 0 + — 

La Ecuacion [8] enseiia tambien que la forma polar del unico inverso multi- 
plicativo de un numero complejo no nulo 

z = r(cos 0 + i sen 0) 



iz = r 


cos 




es 


arg (z 1 z 2 ) = (0 X + d 2 ) + 2nn (n = 0, ±1, ±2, ...), 
arg z x = 0j + 2n x % (n 1 = 0, ±1, ±2, ...). 


z 1 = - [cos ( — 0) + i sen ( — 0)], 


[9] 


Como 


siendo el producto de estas formas polares igual a la unidad. Como z x /z 2 = 
= ZjZ 2 \ tenemos la siguiente expresion para el cociente de los dos numeros 
complejos no nulos [7]: 


(0i + 02 ) + 2«7t = (0 r + 2 n^ri) + [0 2 + 2(n — «j) 7r], 
la Ecuacion [6] se satisface obviamente cuando se escoge el valor 

arg z 2 = 0 2 + 2(« — n^n. 


— = — [cos (0j — 0 2 ) + i sen (0j — 0 2 )]. 


' Esto puede utilizarse para comprobar la afirmacion 


[ 10 ] 


El caso en que se especifican valores de arg (z 2 z 2 ) y arg z 2 se trata de manera 
analoga. Eso completa la demostracion. 

La afirmacion [6] no siempre es valida cuando se sustituye arg por Arg, como 
ilustra el proximo ejemplo. 



arg zj - arg z 2 , 


que es analoga a la [6], 


EH] 


Ejemplo 2. Si z t = — 1 y z 2 = i, 

Arg (z 2 z 2 ) = Arg (-/) = pero Arg z 2 + Arg z 2 = 7t + | = y'• 


6 . FORMA EXPONENClAL 
La ecuacion 


No obstante, si tomamos los valores usados para z 1 y arg z 2 y elegimos el valor 
arg (z l z 2 ) = 2>n/2, la Ecuacion [6] queda satisfecha. 

Cuando se multiplica un numero complejo no nulo z = r(cos 0 + i sen 0) por 
i, el radio vector de iz se obtiene girando el de z un angulo recto en el sentido 
positivo (contrario a las agujas de un reloj), sin cambiar su longitud. Elio se debe 
a que 



1| cos — + i sen 



e ,e = cos 0 + i sen 0, [1] 

que define-el simbolo e ,e , o exp (70). para todo valor real de 0, se conoce como 
jormula de Euler. Si escribimos un numero complejo no nulo en forma polar 

z = r(cos 0 + i sen 0), [2] 

la formula de Euler permite expresar z mas compactamente en forma exponen- 
cial: 


= re 


www.elsolucionario.net 


z 


[3] 
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La election del slmbolo e w quedara justificada en la Section 22. Notemos simple- 
mente aqul unas pocas de sus propiedades que al menos sugieren que es una 
election natural. 

La propiedad aditiva 


e i8, e i8 2 _ £ i( 8 1 + 0 2 ) ^ 

es otra manera de expresar [ 8 ], Section 5, para el producto de dos numeros 
complejos z x y z 2 cuando los modulos r x y r 2 son la unidad: 

(cos 0 X + i sen 0 x )(cos 6 2 + i sen d 2 ) = cos (9 1 + 0 2 ) + i sen ( 0 X + G 2 ). 

Escribiendo e~ ie en lugar de e i( ~ e \ deducimos de la Ecuacion [4] que e ie e~ ie = L 
luego l/e w = e~ ie . 

Observemos que la forma polar [9], Section 5, del inverso multiplicative de 
un mimero complejo no nulo z = re ie es 


en notation exponencial. Analogamente, cuando z l = r, exp (/ 0 J y z 2 = r 2 exp 
(id 2 ), las expresiones [ 8 ] y [10] de la Section 5 pueden escribirse 

z x z 2 = r x r 2 exp [_i(9 1 + 0)], [ 6 ] 

y 

7 - = ~ ex P W0! - 0 2 )], [7] 

z 2 r 2 

respectivamente. Una importante ventaja de las expresiones [5], [ 6 ] y [7] sobre 
sus contrapartidas de la Section 5 consiste en la facilidad de retenerlas y usarlas 
de memoria. Al igual que la propiedad [4], se obtienen formalmente aplicando 
las reglas algebraicas usuales para los numeros reales y para exp x 
En vista de la representation polar (Sec. 5) 

z = r[cos (0 + 2«7r) + / sen (0 + 2 «tt)] (n = 0 , ± 1 , +2, ...), 

la expresion [3] es solo una de las infmitas maneras posibles de la forma 
exponencial de z: 


z = re i(8+2nn) = Q, ± 1, ±2, ...). 


[ 8 ] 


partida. Lo mismo es cierto, claro esta si 0 decrece en 2n. Resulta por tanto 
evidente de la Fig. 7 que dos numeros complejos no nulos z, = r, exp (i9,) vz, = 
= r 2 exp (z0 2 ) son iguale s si y solo si r, = r 2 y 9, = 0, + 2kn, donde k e s un 
entero (k = 0 , + 1 , + 2 , Z)T 

La Figura 7, con r = R muestra tambien que la ecuacion 

z = Re ie (0 g 0 ^ 2n) [9] 



es una representacion parametrica del circulo |z| = R, centrado en el origen con 
radio R. Al crecer el parametro 0 en la Figura 7 a partir de 0 sobre el intervalo 
0 g 0 ^ 2 ;r, el punto z arranca del eje real positivo y recorre el circulo una vez 
en el sentido positivo (contrario al de las agujas del reloj). Mas e n general, el 
c irculo |z — z n | = R, c uyo centr o es z„ y cuyo radio e s R, admite la representa¬ 
tion parametrica 

z = z 0 + Re ie (0^0^ 2 n). _[10] 

Esto puede verse vectorialmente (Fig. 8 ) sin mas que observar que un punto z que 
recorre en sentido positivo el circulo una vez, corresponde a la suma del vector 
fijo z 0 y un vector de longitud R cuyo angulo de inclination 0 varia desde 0 = 0 a 
0 = 271. 



Elio se sigue tambien geometricamente cuando 0 se interpreta como el angulo de 7. POTENCIAS Y RAICES 

inclination del radio vector de longitud r representante del mimero z = re w . 

Porque esta en el circulo de radio r centrado en el origen (Fig. 7), y si se aumenta Las potencias enteras de un mimero complejo no nulo z = re w vienen dadas por 

u, el punto z se mueve a lo largo del circulo en direction contraria a la de las 

agujas del reloj. En particular, cuando 0 crece en 2n, volvemos al punto dWWW.elSOlUCionariO.net = r " e ‘" e (« = 0, +1, +2, ...). [1] 
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Como z" +1 = zz" cuando n = 1, 2,... (Sec. 1), esto se comprueba facilmente para 
valores positivos de n por induction, con ayuda de la expresion [6], Seccion 6, 
para el producto de numeros complejos en forma exponencial. La ecuacion es 
valida tambien para n = 0 con el convenio de que z° = 1. Si n = -1, -2, ..., 
por otro lado, definimos z" en terminos del inverso multiplicativo de z escribien- 
do z" = z~ 1 ) m , donde m = — n = 1, 2, ... Entonces, como la Ecuacion [1] es 
valida para potencias enteras positivas, se sigue de la forma exponencial de z _1 
en la Seccion 6 que 

"1 /l\ m 

z " = = (-J e im( ~ 0> = r"e inB (n = -1, -2,...). 

Por tanto, la Ecuacion [1] es valida para toda potencia entera. 

Notese que si r = 1, la Ecuacion [1] se convierte en 

(e w f = e ine (n = 0, ±1, ±2, ...). [2] 

Cuando se expresa en la forma 

(cos 6 4- i sen Of = cos rtO + i sen n6 (n = 0, ±1, ±2, ...), [3] 

que se conoce como la formula de De Moivre. 

La Ecuacion [1] es util para el calculo de raices de numeros complejos no 
nulos. 


donde k es cualquier entero (k = 0, ± 1, ±2,...). Por tanto, r = 1 y 6 = 2kn/n; 
y se deduce que los numeros complejos 

(k = 0, ±1, ±2, ...) 


z = exp i 


2kn 


son raices «-esi mas de la unidad. Tal como aparecen aqui, en forma exponencial, 
se ve inmediatamente que estan en el circulo unidad centrado en el origen y estan 
uniformemente espaciadas sobre el cada 2n/n radianes. Evidentemente, pues, 
todas las raices n-esimas de la unidad distintas entre si se obtienen escribiendo 


/ 2kn\ 2kn 2kn 

z = exp i - = cos-1- ; sen- 

\ n / n n 


(k = 0, 1, 2, ..., n - 1), 


[5] 


y no se obtienen ya nuevas raices con otros valores de k. 

Asi que el numero de raices n-esimas de la unidad es n. Cuando n = 2, esas 
raices son, claro esta, ± 1. Cuando n ^ 3, corresponden a puntos situados en los 
vertices de un poligono regular de n lados. Este poligono esta inscrito en el 
circulo unidad centrado en el origen y tiene un vertice en el punto correspondien- 
te a la raiz z = 1 {k = 0). Si escribimos 

co„ = exp [6] 


y entonces observamos que, de acuerdo con la propiedad [2], 


Ejemplo 1. Resolvamos la ecuacion 


oj k n = exp 



(k = 0, 1, 2, ..., n - 1), 


z" = 1, 


[4] 


donde n tiene uno de los valores n = 2, 3,..., hallando asi las raices n-esimas de la 
unidad. Puesto que z # 0, podemos escribir z = re ,e y buscar valores de r y 0 
tales que 

(, re i9 f = 1, 


o sea 


pigine _ | £ i0 


vemos que las distintas raices n-esimas de la unidad son simplemente 

1, tu„, oil, ..., co^" 1 - 

Notese que co" = 1. Vease Figura 9 para la interpretation de las tres raices 
cubicas de la unidad como vertices de un triangulo equilatero. La Figura 10 
ilustra el caso n — 6. 


Ahora bien, de acuerdo con la frase en bastardilla hacia el final de la Sec¬ 
cion 6, 


/ 


r" = 1 y nO = 0 + 2kn, 
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Figura 10 
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El metodo anterior puede usarse para hallar las raices n-esimas de cualquier 
numero complejo no nulo z 0 = r 0 exp (id 0 ). Tales raices, que se obtienen 
resolviendo la ecuacion 


Ejemplo 2. Hallemos todos los valores de (— 8r') 1/3 , o sea, las tres raices cubicas 
de —8/. Basta escribir 


z" = z 0 


[7] 


en z, son los numeros 


— 8 i = 8 exp — — 4- 2kn 
para ver que las raices buscadas son 


(k = 0, ±1, ±2, ...) 


c k = exp 


donde y r q denota la raiz n-esima positiva de r 0 . El numero es la longitud 
de cada radio vector representante de las n raices. Un argumento de la primera 
raiz c 0 es 0 o /n, y los de las otras raices se obtienen sumando multiplos enteros 
de 2 n/n. Por consiguiente, al igual que ocurria con las raices n-esimas de la 
unidad, las raices para n = 2 estan siempre en extremos opuestos de un diametro 
de un circulo, siendo una de ellas la negativa de la otra; y cuando n ^ 3, estan 
en los vertices de un poligono regular de n lados inscrito en el circulo de radio 
yy centrado en el origen. 

Si c es cualquier raiz n-esima particular de z 0 , el conjunto de todas las raices 
n-esimas se puede expresar 

C, C(O n , CO} 2 , ..., cof n ~\ 

donde oj„ = exp (iln/n), tal como define la Ecuacion [6], Esto es asi porque el 
producto de cualquier numero complejo no nulo por co n corresponde a aumentar 
su argumento en 2n/n. 

Denotaremos por zj /n el conjunto de raices n-esimas de un numero complejo 
no nulo z 0 . En particular, si z 0 es un numero real positivo r 0 , el simbolo r}J n 
denota un conjunto de raices, y el simbolo en la expresion [8] se reserva 
para la raiz positiva. Cuando el valor de 9 0 que se usa en [8] es el valor principal 
de arg z 0 (— n < 0 o rg n), el numero c 0 se suele llamar la raiz n-esima principal de 
z 0 . Asi pues, cuando z 0 es un numero real positivo, su raiz principal es ^/tq. 

Finalmente, una forma conveniente de recordar la expresion [8] consiste en 
escribir z 0 en su forma exponencial mas general (vease Sec. 6), 

z 0 = r 0 exp [i(0 o + 2knJ] (k = 0, ±1, +2, ...), [ 9 ] 


,i '*2 + “:Y 

n n ) 


(k = 0, 1, ..., n - 1), 


[ 8 ] 


c k = 2 exp 



En coordenadas rectangulares, pues, 


(k = 0, 1, 2). 



y, analogamente, encontramos que Cj = 2i y c 2 = ~y3 - i. Estas raices estan 
en los vertices de un triangulo equilatero inscrito en el circulo de radio 2 centrado 
en el origen (Fig. 11). La raiz principal es c 0 = ^/3 — i. 



EJERCICIOS 


1. Hallar un valor de arg z para 


a) 



b) 



c) z = (y/3 - i) 6 . 


y aplicar formalmente las leyes de los exponentes racionales por los 
reales, teniendo en cuenta que hay exactamente n raices diferentes: 


z 


1/n 

0 


»AT _ *'(0o + 2kn) 

v/ r o CA P -- 

n 


(k = 0, 1, 2, ..., n - l) 


numeros 


Sol. a) 27i/3; c) n. 


2 . 


[ 10 ] 
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Expresando los factores individuates de la izquierda en forma exponencial, efectuar 
las operaciones requeridas, y cambiar finalmente a coordenadas rectangulares, para 
probar que 

a) ;(1 - + 0 = 2(1 + ^3/); b) 5;/(2 + /)=!+ 2i; 
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c) (-1 + I ) 7 = -8(1 + i); d) (1 + 73ty 10 = 2" n (-l TJ/). 

3. Hallar en cada caso todas las ralces en coordenadas rectangulares, dibujarlas en un 
piano, e indicar cual es la principal: 

a) (2i) 1/2 ; b) (1 - V30 1/2 ; c) (-l) 1 ' 3 ; d) (-16) 1 ' 4 ; e) 8 1 ' 6 ; 

f) (-8 - 8V30 1/4 

Sol. a) ±(1 + i); b) ±^J 3 - z)/72; rf) ± v ''2(l + /), + 72(1 - i); 
e) +V 2 , ±(1 + y 37 )/ 72 , ±(-l + y 30 /,/ 2 ; /) ±(^3 - /), +(1 + 73 /) 

4. Probar que 

a) \e m \ = 1; b) 7° = e -‘ e ; c) (e 16 ) 2 = e iw ; 

d ) e‘ e 'e ,$2 ■■■ e w „ = e iWl+e2 + " +e ^ (n = 2, 3, ) 

5. Resolver la ecuacion |ti e | = 2 para 0(0 ^ 0 < 2n) y verificar la solution geometrica- 
mente. 

Sol. 71. 

6. Usar la formula de De Moivre (Sec. 7) para deducir las siguientes identidades 
trigonometricas: 

a) cos 36 = cos 3 6 - 3 cos 9 sen 2 9; b) sen 30 = 3 cos 2 9 sen 6 - sen 3 9. 


9 . Comprobar la afirmacion (Sec. 5) 



= arg zj 


arg z 2 . 


Verificar la expresion [1], Seccion 7, para z" cuando n = 1, 2, ... 

11. Obtener la expresion [8], Seccion 7, para las raices n-esimas de z 0 . 

12. a) Sea a un numero real fijo cualquiera. Probar que las dos raices cuadradas de 

a + i son ±J~A exp (ia/2), donde A = Ja 1 + 1 y a = Arg (a + i ). 
b) Usando las identidades trigonometricas 



1 + cos a 
2 



1 — cos a 
2 


demostrar que las raices cuadradas obtenidas en a) se pueden escribir 


± —— (^V A + a + i-J A — a). 

a/2 

13. Segun la Seccion 7, las tres raices cubicas de un numero complejo no nulo z 0 son c 0 , 
c 0 co 3 , c 0 ojI, donde c 0 es la raiz cubica principal de z 0 y 


a » 3 = exp 1 


2n 


— 1 + ,j3i 


7. De acuerdo con la Seccion 3, la diferencia z - z 0 de dos numeros complejos distintos 
admite interpretation vectorial (vease la Fig. 12, donde 9 denota el angulo de 
mclinacion del vector representante de z - z 0 ). Trasladando el vector de z - z 0 de 
manera que sea un radio vector, probar que los valores de arg(z - z 0 ) son los 
mismos que los de -arg(z - z 0 ). Con el mismo metodo, demostrar que 


Arg (z - z 0 ) = -Arg (z - z 0 ) 
si y solo si z — z 0 no es un numero real negativo. 



8. Probar que si Re Zj > 0 y Re z 2 >0, entonces 

Arg (z 2 z 2 ) = Arg z, + Arg z 2 , 
donde Arg(z,z 2 ) denota el valor principal de arg (Zj e t c - 


Probar que si z 0 = -4^/2 + 4^/2;, entonces c 0 = ^2(1 + i) y las otras dos raices 
son, en forma rectangular, los numeros 


c 0 ® 3 = 


— (■s/3 + 1) + (^3 - l)i 

V2 


C 0 ®3 


(73 - 1) - (V3 + 1)1 
>/2 


14. Hallar las cuatro raices de la ecuacion z 4 + 4 = 0, y usarlas para factorizar z 4 + 4 
en factores cuadraticos con coeficientes reales. 

Sol. (z 2 + 2z + 2)(z 2 — 2z + 2). 

15. Sabiendo que ZjZ 2 # 0, usar la forma exponencial de z, y z 2 para demostrar que si y 
solo si 

Re (ziz 2 ) = IzjllzJ 

si y solo si 9 3 — 9 2 = 2nn (n = 0, ± 1, ±2, ...), donde 6 j = arg z t y 0 2 = ar 8 2 2 - 

16. Supuesto que z t z 2 ^ 0, y recurriendo al resultado del Ejercicio 15, modificar la 
derivation de la desigualdad triangular [1], Seccion 4, para probar que 
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“) |zi + Z 2 I = |z,| + |z 2 |; b) | Zj - z 2 | = ||Zi| - |z 2 ||; 

si y solo si 9 t — 0 2 = 2tm (n = 0 , + 1 , ±2, ...), donde 9 i = arg y 9 2 
Interpretar estas relaciones geometricamente. 


arg z 2 . 
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17. Sea z un numero complejo no nulo y n un entero negativo (n = — 1 — 2 ) 

Escribamos ademas z = re ie y m = -n = 1, 2,... ’ ’ 

a) Usando z" = rV"*’ y z -> = (W*>, comprobar que (z™)-> = ( 2 -i>* en la 
Seccion 7, podria haberse escrito alternativamente como z" = (z m ) _ 1 

m ? diante 2l/ " = (2 ’ 1)1/m y P robando los m valores de 
(z ) y (z ) ' son los mismos, verificar que z 1/n = (z 1/m ) -1 

18. Establecer la identidad 


1 + Z + Z 2 + + z* = 


1 - z^ 


* 1 ), 


y usarla para deducir la identidad trigonometrica de Lagrange: 


1 + cos 6 + cos 20 + ■■■ + cos nO = - + sin C( 2 ” + l)#/2] 

2 2 sin (5/2) 


(0 < 9 < 2n). 


Sugerencia: En cuanto a la primera identidad, escribir S = l + z + z 2 + ■■■ 

+ z" y considerar la diferencia S - zS. Para-deducir la segunda, escribir z = e m en 
la primera. " ' r 

19. Probar que si c es cualquier raiz n-esima de la unidad distinta de la unidad, entonces 

1 + c + c 1 + ■■■ + c" -1 = o. 

Sugerencia: Utilizar la primera identidad del Ejercicio 18. 

20. a) Probar que la formula cuadratica usual resuelve la ecuacion cuadratica 


az 2 + bz + c = 0 


(a * 0 ) 


cuando los coeficientes a,by c son numeros complejos. En concreto, completan- 
do el cuadrado del lado izquierdo, demostrar que las raices de esa ecuacion son 

= ~b + (b 2 - 4 ac) 1/2 


donde se han considerado las dos raices cuadradas cuando b 2 — 4ac ^ 0. 


b) Usando a) hallar las raices de la ecuacion 


z 2 + 2z + (1 - i ) = 0. 


Sol. b) (-1 + 4=) + ~ 4 =') ~ —• 

V J2) V2 V 75/ J2 


21. Probar que dos numeros complejos z, y z 2 tienen igual modulo si y solo si existen 
numeros complejos c, y c 2 tales que z, = c,c 2 y z 2 = c,c 2 . 

2 1 2 \M 


WWW. 
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8. REGIONES EN EL PLANO COMPLEJO 

En esta seccion estaremos interesados en conjuntos de numeros complejos, o sea, 
de puntos en el piano, y su proximidad mutua. Nuestro instrumento esencial sera 
el concepto de e entorno 

\Z - Z 0 1 < £ [1] 

de un punto dado z 0 . Consta de todos los puntos z que son interiores (sin estar 
sobre el) al circulo centrado en z 0 con radio prefijado (Fig. 13). Cuando el valor 
de e queda sobreentendido o es irrelevante en la discusion, el conjunto [1] se 
citara como un entorno, simplemente. En ocasiones, conviene hablar de un 
entorno punteado 

0 < \z - z 0 \ < e, [2] 

que consta de todos los puntos z de un e entorno, excepto el propio z 0 . 


Figura 13 



Se dice que un punto z n es un punto inte r ior de un conjunto S siempre qu e 
e xista algun entorno de z n cuyos puntos sean todos d e 5; se llam ara un pu nto 
exterior d e S cuando exista un entorno suyo que no contenga puntos de 5. Si z 0 
no es de ninguno de esos dos tipos, se llama un punto fronterade S. Un punto 
frontera es, por tanto, uno cuyos entornos contienen todos tanto puntos de S 
como puntos que no estan en S. La totalidad de esos puntos frontera se llama la 
frontera de S. E l circulo |z| = 1, por ejemplo, en la frontera de los conjuntos 


Un conjunto es abierto si no contiene a ninguno de sits puntos frontera 
Dejamos como ejercicio probar que un conjunto es abierto si y solo si todos sus 
puntos son interiores. Un c oniunto es cerrado si contiene a tndns sus piintns 
frontera, y el cierre (o c lausura) S de un conju nto S' es cl coniutltQ.cgrradQ.que 
.consita de ^S y de todos sus puntos frontera. Notese que el primero de los 
conjuntos [3] es abierto y que el segundo es el cierre de ambos. 

Claro esta que algunos conjuntos no son ni abiertos ni cerrados. Para que un 
, c ^ nt ° no sea abierto, ha de contener alguno de sus puntos frontera; y para no 
sertferrado, debe haber algun punto frontera que no este en el. Observemos que 
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el disco punteado 0 < |z| ^ 1 no es ni abierto ni cerrado. El conjunto de los 
numeros complejos es, por otra parte, abierto y cerrado a la vez, puesto que no 
tiene puntos frontera. 

Un conjunto abierto S es conexo si cada par de purUo_s_z t ,xz 2 _en_el _se..puede 
unir por una lineapoligonal, consistente_ en ,up. J iUinLCCQ-futito.~d£-.^egnientos 
sucesivos, que esta por entero contenid a en S. E l conjunto abierto |z| < 1 es 
cbnexoTET anillo 1 < fzT~<~2 esTclaro esta, abierto y tambien conexo (vease Fi- 
gura 14). Un conjunto abiert o v conexo se llama un domin io. Note se que t odo 
entoino es un dominio. Un dominio junto con algunos, ninguno, o todos sus 



Figura 14 


Un conjunto S es acotado si todo punto de S esta dentro de algun-Cireulo 
| z| = R; en caso contrario, es no acotado. Ambos conjuntos [3] son regiones 

acotadas. . . 

Un punto z n se dice que es un punto de acumulacion de un co niunto 5 si cada 
e ntorno punteado de z n contiene al menos un punto de S . Se sigue que si S es 
cerrado, entonces contiene a todos sus puntos de acumulacion. Porque si un 
punto de acumulacion z 0 no estuviese en S, seria un punto frontera de S, lo cual 
contradice el hecho de que un conjunto cerrado contiene todos sus puntos 
frontera. Dejamos como ejercicio probar que el reciproco es tambien cierto. Asi 
pues, un conjunto es cerrado si y solo si contiene a todos sus puntos de acumula- 


WV/Il. _ . 

Evidentemente, un punto z 0 no es punto de acumulacion de un conjunto S 
siempre que exista un entorno punteado de z 0 que no contenga puntos de S. 
Notese que el origen es el unico punto de acumulacion del conjunto z„ = i/n (n — 
= 1 , 2 , ...). 


EJERCICIOS 

1. Representar los siguientes conjuntos y determinar cuales de ellos son dominios. 

a) \z - 2 + i| g 1; b) \2 z + 3| > 4; c) Im z > 1; </)Im:= 1; 
e) 0 g arg z :g ?r/4 (z ^ 0); f) | z — 4| |z|. 


Sol. b ), c) son doi 


.elsolu 
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2. iQue conjunto del Ejercicio 1 no es ni abierto ni cerrado? 


3. <,Cuales de los conjuntos del Ejercicio 1 son acotados? 


Sol. e). 


Sol. a), g). 


4. Determinar en cada caso el cierre del conjunto: 

a) —7t < arg z < 7t (z # 0); b) |Re z| < |z|; c) = 2 ’ 

d) Re(z 2 ) > 0. 

5. Sea S el abierto que consta de los puntos z tales que |z| < 1 o |z — 2| < 1. £Es 
abierto? 

6. Probar que un conjunto S es abierto si y solo si todos su puntos son interiores. 

7. Hallar los puntos de acumulacion de los siguientes conjuntos: 

a) z„ = fin = 1 , 2, ...); b) z„ = f/n(n = 1 , 2, ...); 

c) 0 ^ arg z < 7t/2 (z # 0); d) z„ = (— 1)"(1 + i)(n — 1)/(« = 1, 2, ...). 

Sol. a) Ninguno; b) 0; d) +(1 f i). 

8 . Demostrar que si un conjunto contiene todos sus puntos de acumulacion, es cerrado. 

9. Probar que cualquier punto de un dominio es punto de acumulacion de ese dominio. 

10. Probar que un conjunto finito de puntos z x , z 2 , ..., z„ no puede tener puntos de 
acumulacion. 
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CAPITULO 

__ DOS 

FUNCIONES ANALITICAS 


Consideraremos ahora funciones de una variable compleja y desarrollaremos 
para ellas una teoria de derivation. El objetivo fundamental de este capitulo es 
mtroducir las funciones analiticas, que juegan un papel central en el analisis 
complejo. 


9. FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA 


Sea S un conjunto de numeros complejos. Una funcion /definida sobre S es una 
regia que asigna a cada z en S un numero complejo w. El numero w se llama el 
valor de/en z y se denota por f(z); esto es, 


w = f(z). 

El conjunto S se llama el dominio de definicion de f*. 

No siempre es conveniente usar diferente notation para distinguir entre una 
uncion dada y sus valores. Asi, si / esta definida sobre el semipiano Re z > 0 
mediante la ecuacion w = 1/z, se puede citar como la funcion w = 1/z o 
simplemente como la funcion 1/z, donde Re z > 0. 

Hay que hacer constar que para definir una funcion es necesario dar tanto 
una regia de asignacion como un dominio de definicion. Si no se menciona el 
dominio de definicion, sobreentendemos que se toma el mayor conjunto posible 
Asi pues, si hablamos solo de la funcion 1/z, el dominio de definicion ha de 
entenderse implicitamente como el conjunto de todos los puntos del piano 
excepto el ongen. F ’ 

decir UP ° ngamOS que w = u + iv es el valor de una funcion /en z = x + iy- es 


f ada numero real u y v depende de las variables reales x e y, luego /(z) puede ser 
;presado en terminos de un par de funcion con valores reales de las variables 
ales x e y: 

g /(z) = u(x, y) + iv(x, y). [ 1 ] 

Ejempio 1. Si /(z) = z 2 , entonces 

* f(x + iy) = (x + iy) 2 = x 2 - y 2 + ilxy. 

Luego 

; m(x, y) = x 2 - y 2 y v(x, y) = 2 xy. 

Si se usan coordenadas polares r y 9, en vez de x e y, entonces 


u + iv = f(re m ), 

donde w = u + ivyz = re 19 . En este caso podemos escribir 

/(z) = u(r, 0) + iv(r, 6). 

Ejempio 2. Consideremos la funcion 


[ 2 ] 


/(z) = z + - (z / 0). 

z 


Escribiendo 

Are' 9 ) = re 19 H- w = r(cos 9 + i sen 9) + -^(cos 9 - i sen 9) = 


re 


= ( r + cos 9 + i(r - -) sen 9, 


vemos que 


M (r> 0) = ^r + cos 9 y v(r, 9) = ^r — sen 9. 


u + iv = f(x + iy). 


El dominio de definicion no tiene por que ser necesariamente un dominio en el sentido de la 
Neccion 8, aunque suele serlo. i i * ■ ±. 
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Si en cualquiera de las Ecuaciones [1] o [2], la funcion v es siempre cero, 
entonces el numero f(z) es siempre real. Un ejempio de tales funciones de una 
variable compleja con valores reales es 


/(z) = |z| 2 = X 2 + 


y 2 + 


iO. 
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Si n es cero o un entero positivo, y si a 0 , a u a 2 , 
donde a„ # 0, la funcion 


a n son constantes cpmplejas, 


P(z) — a 0 + a x z + a 2 z 2 + ••• + a z" 


(«„ # 0) 


es un prtmomo de grano n. Notese que aqui la sums dene nn nnmero Unite de 

poTnoraios e «z7oi , zr “ ‘ 0d ° “ plan0 complejo - Los * 

polinomios, P(z)/Q(z), se Hainan funciones rationales, y estan defmidas en todo 
pumo z excepto en los que haeen g(z) - 0. Los polinomios , las ru„ci“„es 

una vatbrcomS.' elem<5n,aIeS ’ de funeiones de 

Una generalization del concepto de funcion es una regia que asigna mas de 

def ' nici6 ” Estas/aaeles multivalmL 
aparecen en la teona de funciones de una variable compleja, igual que en el caso 

s61o a uno b deT CS ' SC estudian funciones multivaluadas, se suele tomar 

solo uno de los valores asignados a cada punto, de modo sistematico v t 

construye asi una funcion (univaluada) a partir de la funcion multivaluada. 


Ejemplo 3. Si z es un numero 
Seccion 7 que z 1/2 tiene los dos 
principal (-n < Q ^ n ) de arg 
±^Jr y hacemos 


complejo no nulo z = re w , sabemos por la 
valores z 1 ' 2 = ±Jr e im , donde 6 es el valor 
z. Pero si escogemos solo el valor positivo de 


m = 


'r e 


,i»! 2 


(r > 0, -n < 0 < n i 


eSta fuacidn ( uni valuada) esta bien definida en el dominio indicado. 
La funtibn & Cuadrada de cero > escribiremos tambien/(0) = 0 

u sSS^TC °' e f" ida 7" t0d ° " plano «•’<> ™ 

Id semirrecta radial 0 = n, que es el eje real negativo. 
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La imagen inversa de un punto puede contener un solo punto, muchos puntos o 
ningun punto. Esto ultimo sucede cuando w no esta en el recorrido de f 

Se utilizan terminos tales como traslacion, rotation y reflexion para referirse a 
caracteristicas geometricas dominantes de ciertas aplicaciones. En tales casos, 
.suele resultar conveniente considerar los pianos z y w como coincidentes. Por 
’ejemplo, como 

z + 1 = (x + 1) + iy. 


la aplicacion w = z + 1 puede verse como una traslacion de cada punto z a una 
position situada una unidad mas a la derecha. La aplicacion w = iz gira cada 
punto no nulo z en sentido contrario al de las agujas de un reloj un angulo recto' 
en torno al origen (Sec. 5), y w = z transforma cada punto z en su reflejado 
respecto del eje real (Sec. 3). 

Se suele obtener mas information exhibiendo imagenes de curvas y regiones 
que indicando simplemente pares de puntos individuales correspondientes. En los 
ejemplos que siguen examinaremos algunas propiedades de las aplicaciones da- 
das por las funciones de los Ejemplos 1 a 3 de la Seccion 9. La interpretation 
geometrica de una funcion como aplicacion se desarrollara mas detalladamente 
en el Capitulo 7. 


Ejemplo 1. Segun el Ejemplo 1, Seccion 9, la aplicacion w = z 2 puede verse 
como la transformation 


u = x 2 — y 2 , v = 2 xy [1] 

/A _ A 1 i f- O 

del piano xy en el piano uv. Vamos a usar las Ecuaciones [1] para probar que la 
imagen de la franja vertical 0 ^ x ^ 1, y ^ 0, que se muestra en la Figura 15, es 
la region semiparabolica cerrada que alii se indica. 

Cuando 0 < x 1 < 1, el punto (x x , yf se mueve por una recta vertical, 
denotada por L x en la Figura 15, al crecer y desde y = 0. De acuerdo con las 
Ecuaciones [1], la imagen en el piano uv tiene la representation parametrica 


trfl t ZTn? “ S “ to ^ “ d 

disponemos de tal grafica, puts ambos nume’ros, z y ,.f LL7bre°Z’pi'ano cn 
gar de sobre una recta. Uno puede, sin embargo, exhibir cierta information de 
a funaon indicando pares de puntos correspondientes (x, y) y w = ( M v) para lo 
cual es, en general, mas sencillo dibujar los pianos z y vJ separadamente 

P ensar en f una funci6n / de esta manera, nos referimos a ella como 
efel nunto° tranS ^ macion ' La ima S™ de un punto z del dominio de definition 5 
llama if W _ f( A l y C C ° njUnt0 de ima Senes de los puntos de un conjunto Tsc 

llama reZStJff 7 d0mi " i0 def ‘" id6 " fl 

coni.mtn a. 7 f ' P reima S en (o imagen inversa ) de un punto w es e' 

J puntos z del dominio de definition de/que tienen a w por imagen 


u = x\ — y 2 , v = 2x l y 


(0 ^ y < oo). 


[ 2 ] 


Usando la segunda de esas ecuaciones para sustituir y en la primera, vemos que 
los puntos imagen (u , v) deben estar en la parabola 


= -Ax\(u - x\). 


[3] 


con vertice en (x 2 , 0) y foco en el origen. Como v crece con y desde v = 0, segun 
la segunda Ecuacion [2], vemos tambien que mientras el punto (x,, y) sube por la 
recta L { a partir del eje x, su imagen sube por la mitad superior L\ de la parabola 
a partir del eje u. Ademas, cuando tomamos un numero x 2 mayor que x ,, la 


correspondiente semirrecta L l tiene una imagen L\ que es una parabola a la 
WWW.elSQlUCionari(ffifffi ha de L'„ como indica la Figura 15. Notemos, de hecho, que la imagen de la 
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B 
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Figura 15. w = z 2 . 


punto z = x(x ;> 1) sobre el eje x es el punto w = x + (1/x). El punto imagen 
representa un numero real en el piano w; y como la derivada de la funcion 
x + (1/x) es siempre positiva cuando x > 1, el valor de w crece al crecer x desde 
x = 1. Luego al desplazarse el punto z = x(x ;> 1) por el eje x hacia la derecha, 
su imagen se mueve hacia la derecha por el eje u, partiendo del punto w = 2. 
Analogamente, si z = -x(x S; 1) y z se mueve hacia la izquierda desde el punto 
z — -1 por el eje x, el punto imagen w = -[x + (1/x)] se mueve hacia la 
izquierda por el eje u, esta vez a partir del punto w = —2. 

Para ver que la imagen de la mi tad superior del circulo |z| = 1 es el segmento 
-2 ^ u ^ 2 del eje u, notese que la imagen de un punto tipico z = <? i9 (0 S 9 ^ 
g n) sobre el semicirculo es 


semirrecta BA en esa figura es la mitad superior de la parabola v 2 = —A(u — 11 
denotada B'A'. h 

La imagen de la semirrecta CD se halla observando de las Ecuaciones [1] que 
un punto tipico (0, y), donde y ^ 0, sobre CD se transforma en el punto (—y 2 , 0) 
en el piano uv. Luego al subir un punto por CD, su imagen se mueve hacia la 
izquierda a partir del origen a lo largo del eje u. Es evidente, pues, que al 
desplazar las semirrectas verticales en el piano xy hacia la izquierda, sus arcos 

parabohcos imagen en el piano uv van reclinandose hasta coincidir con la semi¬ 
rrecta C'D'. 

Ahora ya es claro que las imagenes de todas las semirrectas entre CD y BA 
(ellas mcluidas) llenan la region semiparabolica cerrada limitada por A'B'C'D'. 
Asimismo, todo punto de esa region es imagen de un unico punto de la franja 
cerrada limitada por A BCD. Por tanto, podemos concluir que la region semipa- 
rabolica es la imagen de la franja y que hay una correspondencia uno a uno entre 
°s P unt °s de esas dos regiones cerradas. (Comparar con la Fig. 3 del Apendice 2 
donde la franja tiene anchura arbitraria.) 


Ejemplo 2. Volvamos a considerar la funcion z + (1/z) del Ejemplo 2, Seccion 9 
como transformacion w = z + (1/z). Concretamente, vamos a probar que la 
imagen del dominio consistente en todos los puntos del semipiano superior y > 0 
que son exteriores al circulo |z| = 1, es el semipiano superior v > 0 y que la 
imagen de la frontera del dominio es el eje u. 

Empezamos comprobando que la frontera cumple lo que acabamos de decir 
con los puntos correspondientes indicados en la Figura 16. La imagen de un 


w = e ie + 4 = e w + e- w = 2 cos 6. 
e 

Al crecer 9 desde 6 = 0 a 9 = n, el punto z = e ,e recorre la mitad del circulo en 
sentido contrario al de las agujas de un reloj, y su imagen w = 2 cos 9 se mueve 
hacia la izquierda por el eje u desde w = 2 a vv = — 2. 

Ahora mostraremos que los puntos que estan por encima de la frontera en 
el piano z corresponden a puntos por encima de la frontera en el piano w. Del 
Ejemplo 2 en la Seccion 9 sabemos que la imagen ( u, v) de un punto z = r t e is (0 < 
S 9 ^ n) sobre la mitad superior S l (Fig. 16) de un circulo |z| = r 1 {r l > 1) 
viene dada por las ecuaciones 

u = a cos 9, v = b sen 9, [4] 

donde ay b son los numeros positivos 


a = r x H-. b 

r i 


r l 


1 

ri 




u 2 v 2 

+ TJ = L 

a 2 b 2 



Z 




una eupse con iocos Ull 1U3 {/V4UVVU - TV - _|_y U 

Puesto que los valores de cos 9 decrecen continuamente desde 1 hasta — 1 al 
crecer 9 desde 0 hasta n, y como sen 0^0 para esos valores de 9, se deduce de 
[4] que el punto imagen w se mueve hacia la izquierda sobre la mitad superior S[ 
de la elipse cuando z recorre el semicirculo S 1 de derecha a izquierda. 

Si se toma un radio r 2 mayor que r u la mitad superior del circulo |z| = r 2 y 
su imagen S 2 son ambas mayores, como indica la Figura 16. En efecto, al crecer 
los semicirculos en tamano, sus imagenes, que son las mitades superiores de las 

www pknlurinnarirn^pf S con *° cos en w = - 2? llenan todo el semipiano superior v > 0. Si 
Mmngmamos los semicirculos contrayendose hacia la parte circular de la frontera, 
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las semielipses tienden a convertirse en el segmento -2 < w < 2 del eie u r nmn 
cualqjner punto dado w per encima del eje u esta sobrl un^y u„a deTas 
semielipses debe ser imagen de exactamente un punto del dominio en el piano z 
Esto completa la venficacion propuesta, que ilustra la Figura 17 del Apendice 2. 


Ejemplo 3. Finalmente, usamos la funcion del 
la aplicacion 


Ejemplo 3, Section 9, para definir 


w = 


r e‘ 


,i0/2 


(r > 0, -n < 9 < n). 


donde se entiende que w = 0 para z = 0. La transformation divide los areumen 
os por doMo que se ilustra mostrando que ,a imagen del 

=/ = ( L= 9 = n ! 2 en el piano z es el sector 0<p<./20<rA< -n/d 

e Plan ° ^ F* 17 )’ do ^e hemos usado coordenad^s poTares P y = / ~ ' “ 



d) f(z) = 


1 - Iti 


Sol. a)z # +/; c) Re z ^ 0. 

2. Expresar f(z) = z 3 + z + 1 en la forma/(z) = u(x, y) + iv(x, y). 

3. Sea /(z) = x 2 - >- 2 - 2y + i(2x - 2 xy), donde z = x + iy. Usar que 


para expresar/(z) en terminos de z, y simplificar el resultado. 


Sol. z 2 + 2 iz. 

4. Dibujar la region sobre la que se aplica el sector r <; 1, 0 < 0<n/4 bajo la 

transformacion a) w = z 2 ; b) w = z 3 ; c) w — z 4 . " ~ 

5. Explicar como se sigue de la discusion del Ejemplo 1, Section 10, que la transforma¬ 
tion w = z 2 aplica una franja vertical 0 ^ x ^ c, ^ 0 de anchura arbitraria sobre 
una region semiparabolica cerrada, como muestra la Figura 3 del Apendice 2. 

6. Modificar la discusion del Ejemplo 1, Section 10, para probar que si w = z 2 , la 
imagen de la region triangular cerrada formada por las rectas y = ±x y x = lesla 
region parabolica cerrada acotada por la izquierda por el segmento — 2 SS v < 2 del 
eje v y por la derecha por una portion de la parabola v 2 = -4(u - 1). Verificar los 
puntos correspondientes que se indican en la Fig. 18. 


Figura 17. w = ^fr e w ' 2 (r > 0, -n < 


Para ello observemos que cuando un punto z = r exp (i6A(0 < 6 < „ 

aleja del ongen a lo largo de un radio * de longitSi Ty In 

larto”dT f S » 'T 8 “ = V ^“ P { ‘ e ' m X 8leja dCl 0ri * en “ «• P'“° » a lo 

17 donrf, gil “ d '' 2 y 4ngul ° de loolinacion «,/2. Veasc la Fisura 

una correspondencia uno a uno entre los puntos de las dos regiones. 



ejercicios 


ada una de estas funciones, describir su dominio de definition: 

m m *> /W - Arg(T). „ fl:) . _L_. 


7. Modificando la discusion del Ejemplo 2, Section 10, probar que la transformacion 
w = z + (1/z) aplica el circulo |z| = 1 sobre el segmento — 2 5S u 5= 2 del eje u, y 
el dominio exterior a ese circulo en el resto del piano w. 

8 . Modificar la discusion del Ejemplo 2, Section 10, para comprobar que la transforma- 
cion w = z + (1/z) aplica 

www.els0luci0nari0.nef } 1 anlll ° semiclrcular de la Flgura 18 ’ Apendice 2, tal como alii se indica; 
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b) la mitad superior del disco |z| ^ 1 sobre la mitad inferior del piano w, como 
muestra la Figura 16 del Apendice 2. 

9. Considerar imagenes de arcos circulares, en vez de rayos, para dar una demostracion 
altemativa de la aplicacion establecida en el Ejemplo 3, Section 10. 

10 Otra interpretacion de una funcion w = /(z) = u(x, y) + iv(x, y) es como campo de 
vectores en el dominio de definition de / La funcion asigna un vector w, con 
componentes u(x, y) y v(x, y) a cada punto z en el que esta definida. Indicar 
graficamente el campo vectorial representado por la ecuaciones a) w = iz; b) w - 

= z/14 


11. LIMITES 

Sea una funcion defin ida en todos los punt os r un entorno punte ado (Sec. 8) 
de zn. La afirmacion de que el limite de f(z), cuan do z tiende a z 0l es up.numero 
vv 0 , o sea 

lim /(z) = w 0 , [1] 


significa que el pnnto u = fiz) puede hacerse tan proximo como se quiera al w 0 
si escogemos el punto z suficienteme nte cercano al z 0 , pero digtinto de el. Ahora 
expresaremos la definicion de limite en forma precisa y practica. 

La afirmacion [ 1 jsignifica que, para cada numero positivo e, existe un 
numer o positivo <5 tal que 

|/(z) - w 0 | < e siempre que 0 < |z - z 0 | < <5. [2] 

Geometricamente, esta definicio n dice qu e para cada e entorno |w — w 0 | < £ de 
w 0 , existe un <5 entorno pu nteado 0 < |z - z 0 j < <5 de z 0 tal que todo punto z on 
el tiene una im agen w que esta en ei[e entorno (Fig. 19). Puesto que la condition 
[2] sc aplica a todos los puntos del entorno punteado, el simbolo z -* z 0 en [1] 
implica que se permite que z tienda hacia z 0 de forma arbitraria, no solo por una 
direction particular. Notese, no obstante, que aunque todos los puntos en el 
entorno punteado 0 < |z - z 0 | < S han de tomarse en consideration, sus 
imagenes no tienen por que llenar todo el entorno | w — w 0 | < £■ Si / tiene, por 
ejemplo, el valor constante w 0 , la imagen de z es siempre el centro de ese entorno. 
Observese tambien que una vez hallado un 3, se puede sustituir por cualquier 
numero positivo mas pequeno, por ejemplo <5/2. 


La definicion [2] exige que / este definida en todos los puntos de un entorno 
punteado de z 0 . Tal entorno punteado, claro esta, existe siempre si z 0 es un punto 
interior de una region en que / este definida. Podemos extender esta definicion de 
limite al caso en que z 0 sea un punto frontera de esa region, adoptando el 
convenio de que la primera de las desigualdades [2] solo han de satisfacerla los 
puntos z que esten a la vez en la region y en el dominio 0<|z — z 0 |<<5. 

Si bien la definicion [2] proporciona un medio para comprobar si un punto 
dado w 0 es un limite, no pone en nuestras manos un metodo para determinar ese 
limite. Los teoremas sobre limites que presentaremos en la proxima seccion 
permitiran calcular muchos limites. 

Ejemplo 1. Probemos que/(z) = iz/2 en el disco abierto |z| < 1, entonces 

lim/(z) = ^ 

donde el punto z = 1 esta en la frontera del dominio de definicion. Notese que 
cuando z esta en la region |z| < 1, 


„ i 


iz i 

fit) - j 

— 

2 ~ 2 


Por consiguiente, para toda tal z y todo numero positivo e, - 


m - j 


< e siempre que 


0 < Iz 


< 2e. 


Asi que la condition [2] es satisfecha por los puntos de la region |z| < 1 cuando 
3 es igual a 2 e (Fig. 20) o cualquier numero positivo menor. 


t 




>■ 



O x 



u| 


/ 

"• w 

1 



\ 

H 'o / 

/ 



— 



0 
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Ejemplo 2. Para ilustrar mejor la definicion [2], demostraremos ahora que 

lim (2x + iy 2 ) = 4 i (z = x + iy ). [3] 

z-*2i 

Para cada numero positivo e, hemos de encontrar un numero positivo 3 tal que 
\2x + iy 2 — 4/| < e si 0 < |z — 2/| < 3. [4] 


Figura 19 


www.elsolucionario.net 
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Para ello, escribimos 

\2x + iy 2 - 4/1 ^ 2\x\ + \y 2 - 4| = 2\x\ + \y - 2\\y + 2| 
y concluimos que la primera de las desigualdades [4] se cumplira si 

2\x\ <| y \y - 2\\y + 2| < |- 

La primera de ellas es satisfecha, por supuesto, cuando |x| < e/4. Para ver 
que y satisfacen la segunda, nos restringimos a las y tales que |_y — 2| < 1 y 
entonces observamos que 

\y + 2| = \(y - 2) + 4| ^ - 2| + 4 < 5. 

Por tanto, si \y — 2| < min{e/10, 1}, donde min{e/10, 1} denota el menor de los 
numeros e/10 y 1, se sigue que 

17 - 2117 + 2| < (L) S - L 

Un valor adecuado de 8 se encuentra ahora con facilidad (Fig. 21) a partir de las 
condiciones de que |x| sea menor que e/4 y que | y — 2\ menor que min{e/10, 1}: 

5 = 


y 

_i_ £ , 

! 

1 V. 

1 

: m,n {re- 1 } 
.y.—iT 

i 

0 

4 

e x 

4 


Figura 21 


A1 introducir la notion de limite en el primer parrafo de esta seccion, supusi- 
mos tacitamente que cuando un limite de una funcion /(z) existe en un punto z 0 , 
es unico. En efecto, asi es. Porque supongamos que 

lim f(z) = h’o y lim /(z) = w l . 

Z-*Zq Z-»Zo 

Entonces, para cualquier e positivo, existen numeros positivos <5 0 y tales que 
l/(z) - w 0 | < e si 0 < \z - z„| < 8 0 


y 

|/(z) - Wj| < e si 0 < |z — z 0 1 < 5 V 

De modo que 0 < | z — z 0 1 <8, donde 8 denota el menor de los numeros 8 0 y 
8 lt entonces 

I [f(z) ~ W 0 ] - [/(z) - wj\ ^ |/(z) - w 0 | + |/(z) - Wj| < 2e; 

o sea, \w 1 — H’ 0 1 < 2e. Pero w x — w 0 es una constante, y e puede escogerse 
arbitrariamente pequeno. Luego — w 0 = 0, o sea, = u> 0 . 

12. TEOREMAS SOBRE LIMITES 

Podemos acelerar nuestro estudio de los limites estableciendo una conexion entre 
los limites de funciones de una variable compleja y los de funciones reales de dos 
variables reales. Como estos ultimos han sido estudiados ya en Calculo, utilizare- 
mos su definicion y sus propiedades con entera libertad. 

Teorem a 1. Supongamos que 

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z 0 = x 0 + iy 0 , y w 0 = u 0 + iv 0 . 


[ 1 ] 


[ 2 ] 


Para demostrar el teorema, suponemos primero que la afirmacion [1] es 
cierta y probamos que se siguen las condiciones [2], De acuerdo con la definicion 
de limite en la Seccion 11, para cada numero positivo e existe un numero positivo 
•S'tal que 


Entonces 

lim /(z) = H’o 

Z-*ZO 

si y solo si 

lim u(x, y) = u 0 y lim v(x, y) = v 0 . 
( x,y)~Hx 0 ,yo ) (x,y)-*(x 0 ,yo) 


\(u - u 0 ) + i(v - t) 0 )| < 6 


siempre que 


0 < |(x - x 0 ) + i(y - >^ 0 )| < 8. 


Como 


|w - 
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y 


|p - p 0 I ^ \( u - u o ) + i(v ~ fo)l. 


y, si W 0 =£ 0, 


lim 

Z~*Z0 


m 

F{z) 


w 0 

W 0 


[ 6 ] 


se sigue que 


\u - u 0 \ < s y |p - p 0 I < e 


si 


0 < y/(x - x 0 ) 2 + {y - y 0 ) 2 < <5- 

Ahora partamos de las condiciones [2]. Para cada numero e positivo existen 
numeros positivos y d 2 tales que 


Este teorema fundamental se puede probar directamente mediante la defini¬ 
tion del limite de una funcion de una variable compleja. Ahora bien, gracias al 
Teorema 1 se deduce inmediatamente de los teoremas sobre limites de funciones 
reales de dos variables reales. 

Para verificar la propiedad [5], por ejemplo, escribamos 

/(z) = u(x, y) + iv(x, y), F(z) = U(x, y) + iV(x, y), 
z 0 = x o + 'Jo, W 0 = M 0 + «®o, w 0 = ^0 + iVo. 


\u - M 0 I < | Si 0 < ,/(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 < 

y 

|p - p 0 I < | si 0 < J{x - x 0 ) 2 + {y - y 0 ) 2 < <5 2 • 

Sea <5 el menor de los numeros y <5 2 . Dado que 

|(h - u 0 ) + i{v - p 0 )| g \u - m 0 | + |p - p 0 I, 


concluimos que 


siempre que 


|(u + ip) - («o + iPo)l < e 


Entonces, de acuerdo con las hipotesis [3] y el Teorema 1, los limites, cuando 
(x, y) tiende a (x 0 , y 0 ), de las funciones u, v, U, y V existen y tienen valores res- 
pectivos u 0 , p 0 , U 0 y V 0 , Asi que las componentes real e imaginaria del producto 

f{z)F(z) = (uU - vV) + i(vU + uV) 

tienen limites u 0 U 0 - v 0 V 0 y v 0 U 0 + u 0 V 0 , respectivamente, cuando (x, y) tiende 
a (jc 0 , To)- Luego, de nuevo por el Teorema 1, f(z)F{z) tiene por limite 

(uqUq v 0 V 0 ) + i(v 0 U 0 3” «o^o) 

cuando z tiende a z 0 , y eso es igual a vv 0 , W 0 . Queda establecida asi la propie¬ 
dad [5]. Verificaciones analogas llevan a [4] y [6], 

De la definicion de limite en la Seccion 11, vemos que 


lim z = z 0 

Z-+ZO 


0 < |(x + iy) - (x 0 + i> 0 )l < <5- 
Esto no es sino [1], y la demostracion esta completa. 
Teorema 2. Supongamos que 

lim /(z) = w 0 y lim F(z) = W 0 . 

_ Z-+Z o Z~*Z0 

Entonces 

lim [/(z) + F(z)] = w 0 + Wo, 
z~*z 0 

lim [/(z)F(z)] = w 0 Wo, 

Z~*Z 0 


para todo z 0 , ya que podemos escribir 8 = e cuando /(z) = z. Entonces, por la 
propiedad [5] y por induction matematica, 

lim z" = zj (n = 1, 2, ...). 

Z-*Z o 


[3] 


Ademas, 


lim c = c 

Z-*ZQ 


cuando c es una constante compleja. Asi pues, a la vista de las propiedades [4] y 
[5], el limite de un polinomio 


C5] 
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cuando z tiende a z 0 es el valor del polinomio en ese punto: 

lim P(z) = P(z 0 ). [7] 

Z-»2 0 

Otra propiedad util de los limites es 

si lim f(z) = vv 0 , entonces lim |/(z)| = |u' 0 |. [8] 

Z~*Zo Z-*ZO 

Esta se comprueba facilmente mediante la definicion de limite y el hecho de que 
(vease Sec. 4) 


\\m\ - iw 0 n ^ i/(z) - Wo |. 

13. LIMITES Y EL PUNTO DEL INFINITO 

Es conveniente incluir con el piano complejo el punto del infmito, denotado por 
oo, y usar limites relacionados con el. El piano complejo junto con ese punto se 
llama piano complejo extendido. Con el fin de visualizar el punto del infmito, 
podemos pensar que el piano complejo pasa por el ecuador de una esfera unidad 
centrada en el punto z = 0 (Fig. 22). A cada punto z del piano le corresponde 
exactamente un punto P en la superficie de la esfera. El punto P se determina por 
intersection de la recta que pasa por el polo norte N y por el punto z con la 
superficie de la esfera. De forma analoga, cada P sobre la esfera, excepto el polo 
norte N, corresponde exactamente a un punto z del piano. Haciendo correspon- 
der el polo norte N al punto del infmito, obtenemos una correspondencia uno a 
uno entre los puntos de la esfera y los del piano complejo extendido. La esfera se 
llama esfera de Riemann, y la correspondencia se llama proyeccion estereografica. 



Figura 22 


que se trata de un punto en el piano complejo fmito. De ahora en adelante, 
cuando hayamos de considerar el punto del infinito lo mencionaremos explicita- 
mente. 

Ya se puede asignar un significado a la afirmacion 

lim f(z) = H q [1] 

Z-*ZO 

cuando alguno de los dos, z 0 o w 0 , o ambos quizas, sean sustituidos por el punto 
del infinito. En la definicion de limite en la Section 11, reemplazamos sencilla- 
mente los entornos apropiados de z 0 y w 0 por entornos del infinito. La afirma¬ 
cion 


lim /(z) = oo, 

Z~*Z 0 

por ejemplo, significa que para cada numero positivo e existe un numero positivo 
3 tal que 


|/(z)| > - siempre que 0 < \z — z 0 | < 3. 


[ 2 ] 


Es decir, el punto w = f(z) esta en el e entorno |z| > 7/e de oo siempre que z este 
en el entorno punteado 0 < |z — z 0 | < 3 de z 0 . Puesto que [2] puede escribirse 


m 0 


< e si 0 < |z — z 0 | < <5, 


vemos que 


lim f(z) = oo 

z~~*zq 


si y solo si 


lim 7T\ = °‘ 


[3] 


Ejemplo 1. Notese que 


,, iz + 3 z + 1 

lim -- = oo ya que lim --- 

Z~* - 1 Z + 1 z-*- 1 IZ + 3 


Si 


Hagamos notar que el exterior del circulo un idad c entrado en el orieen del 


lim /(z) = w 0 . 


piano complejo correspond e al h emisferio norte con el ecuador v el punt o N *~ > ro 

suprimidos. Ademas, para cada e positivo pequeno, aquellos puntos del plMp entonces para cada a positivo existe 

complejo exteriores al circulo |z| = 1/e corresponden a puntos de la esfera 
prbximos al N. LTamaremos al conjunto \z\ > 1/e un e entorno, o entorno, de oo. 

Por convenio de lenguaje, al referirnos a un punto z estaremos su P onien ^ vw elSOlllCionariO net !/(-) — w oI < e 


un 3 positivo tal que 

siempre que |z| > -• 
3 


[4] 
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Luego 


lim f(z) = w 0 

Z~* 00 


si y solo si 



w 0 . 


[5] 


que g es continua en el punto w 0 = /(z 0 ). En vista de la continuidad de g en w 0 , 
sabemos que para cada numero positivo e existe un numero positivo y tal que 

I gLf(z)l - g[/(z 0 J]| < e si |/(z) - /(z 0 )| < y. 


Ejemplo 2. Por [5], 


2 z + / 

lim -— 

z-*oo Z + 1 


= 2 


ya que 


, im , llm lle, 2 . 


■>0 (1/z) + 1 


1 + 


El limite cuando ambos, z 0 y w 0 , son sustituidos en el limite [2] por oo, se 
define analogamente, y se sigue que 


Ahora bien, correspondiendo a y, existe un numero positivo S tal que la segunda 
de estas desigualdades se satisface siempre que |z — z 0 | < 3. La continuidad de 
la composition g[/(z)] queda con ello demostrada. 

Es asimismo facil ver a partir de [4] que si una funcion f(z) es continua y no 
nula en un punto z 0 , entonces /(z) # 0 en algun entorno de ese punto. Porque 
cuando/(z 0 ) / 0 y se toma e = |/(z 0 )|/2, como valor del numero positivo e en la 
primera de las desigualdades [4], sabemos que existe un numero positivo S tal 
que 


lim /(z) = co si y solo si lim ——- = 0. m 

2-0 /(1/z) 


14. CONTINUIDAD 

Una funcion /es continua en un punto z 0 si se satisfacen estas tres condi ciones: 

lim f(z) existe, [ 1 ] 


/(z 0 ) existe, [2] 

lim /(z)=/(z 0 ). [3] 

Z~*Zq 


Notese que [3] contiene en realidad a los otros dos, pues queda implicitamente 
supuesta la existencia de ambos miembros de esa ecuacion. La afirmacion [3] 
dice que para cada numero positivo e existe un numero positivo 5 tal que 


|/(z) - f(z 0 ) I < si | Z _ Zo | < 5. 

Asi que si existiese un punto z en el entorno |z - z 0 | < 3 tal que/(z) = 0, 
tendriamos la contradiction |/(z 0 )| < |/(z 0 )|/2. 

Del Teorema 1, Seccion 12, se desprende que una funcion / de una variable 
compleja es continua en un punto z 0 = (x 0 , >> 0 ) si y solo si sus funciones 
componentes u y v son continuas alii. 

Ejemplo 1. La funcion 

f{z) = xy 2 + i(2x - y) 

es continua en todo el piano complejo porque las funciones componentes son 
polinomios en x e y, y por tanto continuas en todo punto (x, y). 

Ejemplo 2. Analogamente, la funcion 


|/(z) - /(z 0 )| < e si |z — z 0 | < S. 


[4] 


f(z) — e xy + i sen (x 2 — 2xy 3 ) 


Ij na funcion de una variable compleia se d ice que es continua pn nm region 
R si lo es en todos sus puntos . 

Si dos funciones s on con ti nuas en un punto, su suma y su prod ucto tambien 
lo son; su cociente es con tinua en las mismas circunstancias siempre~ que el 
denominador no sF anule en ese punto. Es tas observaciones son consecuencias 
inmediatas del Teorema 2, Seccion 12. Notese ademas que un polinomio es 
continuo en todo el piano, debido a la Ecuacion [7], Seccion 12. 


es continua en todo z por la continuidad de los polinomios en x e y, asi como la 
de las funciones exponencial y seno. , 

Varias propiedades de las funciones continuas de una variable compleja se 
siguen de las correspondientes en funciones reales de dos variables reales*. 
Supongamos, por ejemplo, que una funcion /(z) = u(x, y) + iv(x, y) es continua 
en una region R que es a la vez cerrada y acotada. La funcion 


y/mx,y)y 


yjy 


Se sigue directamente de la definition [4] que la composicion de dos funciones 
continuas es continua. Par a verlo, sea w = f(z) una fiincion definida paralodo 2 
de un entorno de z 0 y sea £(w) una funcion cuyo dominio de definition contiene a 

Daratorfn^de ese en^orno"^ T j? nt ° nCeS la co ™P oslcl °n g[/(z)] esta defimda ♦ Para las propiedades aqui citadas, ver, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced 

para toao z ae ese entorno ae z 0 . Supongamos ahora que / es continua en z 0 y Calculus, 3.* ed., pp. 125-126 y 529-532, 1983 

www.elsolucionario.net 


48 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES 


FUNCIONES ANALITICAS 49 


es entonces continua en R y por tanto alcanza un valor maximo en algun lugar 
de R. Esto es, / es acotada en R y |/(z)| alcanza un maximo en ella. Mas 
precisamente, existe un numero real no negativo M tal que 

\f(z)\ ^ M para todo z en R, [ 5 ] 

donde la igualdad es valida en al menos un z. 

Otro resultado que se sigue del analogo en funciones reales de dos variables 
reales es el de que una funcion continua en una region cerrada y acotada R es 
uniformemente continua en ella. Esto es, puede escogerse un solo valor de <5, 
independiente de z 0 , para el que [4] se satisface en todo punto z 0 de R. 


EJERCICIOS 

1. Sean a, b, c, y z 0 constantes complejas. Mediante la defmicion [2], Seccion 11, de 
limite, probar que 

a) lim c = c; b) lim (az + b) = az 0 + b (a # 0); 

z ~* z O Z~+Z 0 

c) lim (z 2 + c) = z% + c; d) lim Re z = Re z 0 ; e) lim z = z n - 

Z ^ Z ° z ^zo z^z 0 

f) bm [x + i(2x + >')] = 1 + i (z = x + ;>•); g) lim (z 2 /z) = 0. 

2 ~' 1 1 z —*0 

2. Demostrar la afirmacion [4] del Teorema 2, Seccion 12a) usando el Teorema 1, 
Seccion 12, y propiedades de los limites de funciones reales de dos variables reales; 

b) directamente de la defmicion [2], Seccion 11, de limite. 

3. Sea n un entero positivo, y sean P(z), Q(z) polinomios, con Q(z 0 ) # 0. Usar el 

Teorema 2, Seccion 12, y limites conocidos, para hallar * 

a) lim — (z 0 0); b) lim -- ; c) lim ——-• 

z ^ z ° z ~ + i z-*zo Q(z) 

Sol. a) 1/zJ; b) 0; c) P(z 0 )/Q(z 0 ). 

4. Escribir Az = z — z 0 y probar que 


7. Interpretar la afirmacion [1], Seccion 13, cuandos ambos, z 0 y w 0 , son el punto del 
infinito, y verificar entonces la afirmacion [ 6 ] de esa misma seccion. 

8 . Utilizando las propiedades [3], [5] y [ 6 ] de los limites, Seccion 13, probar que 

4z 2 1 z 2 -|- 1 

a) lim ---j = 4; b) lim -- -3 = 00 ; c) lim -- = 00 . 

z-»CO {z 1) X-* 1 (2 1) Z -*00 Z 1 

9 . Mediante las propiedades [3], [5] y [ 6 ], Seccion 13, demostrar que cuando 

T(z) = aZ b (ad - be ^ 0 ), 
cz + d 

a) lim T(z) =00 si c = 0; 

Z“» 00 

b) lim T(z) = — y lim T(z) = co si c # 0. 

Z“* CO C Z~* — dje 

10. Usar las definiciones [2] y [4] de la Seccion 13, relativas a limites en que aparece el 
punto del infinito, para demostrar que 

lim - = 00 y lim - = 0 . 

Z~* 0 Z Z~* 00 Z 

11. Consideremos la funcion / definida sobre el piano complejo extendido como 

cuando z # 0 , 

f(z) = < Z 

‘ 00 cuando z = 0 , 

0 cuando z = 00 . 

v 

» 

Permitiendo que los numeros z 0 y w 0 en la definicion de continuidad, [3] de la 
Seccion 14, sean el punto del infinito, y utilizando los limites del Ejercicio 10, explicar 
por que / es continua en todo el piano extendido. 

12. Razonar por que los limites que involucran al punto del infinito son unicos. 

13. Probar que un conjunto S es no acotado si y solo si todo entorno del punto del 
infinito contiene al menos un punto de S. 


5. 


6 . 


lim f(z) = H- 0 si y solo si lim /(z 0 + Az) = w 0 . 

z ~* z 0 Az -»0 


15. DERIVADAS 


Demostrar que 

lim f(z)g(z) = 0 si lim /(z) = 0 

z ~*20 Z~*Z0 

y si existe un numero positivo M tal que \g(z)\ g M para todo z en 
"o- 

Probar la propiedad [8], Seccion 12, de los limites. 


S ea f una fu ncion cuvo dominio de defi nicion contiene un entorno de z n . La 
derivada de f en z n , escrita f'(z 0 ), se define por la ecuacion 


algun entorno de 


f'(z 0 ) = lim 


f(z) ~ f(z 0 ) 


Z — Zn 


[ 1 ] 


s upuesto que ese l imite exista. La funcion f se dice diferenciable en z n cuando 
existe su derivada en z 0 . 
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Expresando la variable z en la definicion [1] en terminos de la nueva variable 
compleja 

Az = z — z 0 , 

podemos escribir esa definicion como 

/(z 0 4- Az) - f(z 0 ) 


f'(z 0 ) = lim 

Az -0 


Az 


[ 2 ] 


Notese que al estar / definida en un entorno de z 0 , el numero /(z 0 + Az) esta 
siempre definido para |Az| suficientemente pequeno (Fig. 23). 



Al utilizar la forma [2] de la definicion de derivada se suele omitir el subindi¬ 
ce de z 0 , y se introduce el numero 

Aw = /(z + Az) - /(z), 

que denota el cambio en el valor de /correspondiente a un cambio Az en el punto 
en el que evaluamos / Entonces, si llamamos dw/dz a f'{z), la Ecuacion [2] se 
convierte en 


dw Aw 

= hm . • 

dz az -»o Az 


[3] 


Ejemplo 1. Supongamos que /(z) = z 2 . En cualquier punto z, 

., Aw „ (z + Az) 2 — z 2 

lim — = lim --- = lim (2z + Az) = 2z, 

Az-*0 Az Az-0 Az Az->0 

ya que 2z + Az es un polinomio en Az. Luego dw/dz = 2z, o sea /'(z) = 2z. 
Ejemplo 2. Examinemos ahora la funcion/(z) = |z| 2 . Aqui 


Aw _ |z + Az| 2 
Az Az 


= ( z + Az )( f + Az) - zz = - + + 


Az 


Az 

Az 


Si el limite de Aw/Az existe, ese limite puede hallarse haciendo que el punto 
Az = (Ax, Ay) se aproxime al origen en el piano Az de forma arbitraria. En 
particular, cuando Az tiende hacia el origen horizontalmente por los puntos (Ax, 
0) del eje real (Fig. 24), podemos escribir Az = Az. Por tanto, si existe el limite 
de Aw/Az, su valor ha de ser z + z. Sin embargo, cuando Az tiende al origen ver- 
ticalmente por los puntos (0, Ay) del eje imaginario, de modo que Az = — Az, 
hallamos que el limite debe ser z — z, si existe. Como los limites son unicos, se 
deduce que z + z = z — z, o sea z = 0, si ha de existir dw/dz. 


Ay 

(0, Ay) 1 


( 0 , 0 ) 


(Ax. 0) 

Figura 24 


Ax 


Para ver que, en efecto, dw/dz existe en z = 0, solo necesitamos observar que 
nuestra expresion para Aw/Az se reduce a Az cuando z = 0. Concluimos, en 
consecuencia, que dw/dz existe solo en el punto z = 0, y su valor es 0 alii. 

El Ejemplo 2 muestra que una funcion puede ser diferenciable en un cierto 
punto sin serlo en ningun otro punto de un entorno suyo. Puesto que las partes 
real e imaginaria de/(z) = |z| 2 son 


w(x, y) = x 2 + y 2 y v{x, y) = 0, 


[4] 


respectivamente, muestra asimismo que las componentes real e imaginaria de una 
funcion de una variable compleja pueden tener derivadas parciales continuas de 
todo orden y, no obstante, la funcion no ser diferenciable alii. 

La funcion/(z) = |z| 2 es continua en todo punto del piano complejo, pues sus 
componentes [4] lo son. Asi que la continuidad de una funcion en un punto no 
implica la existencia de derivada en el. Es cierto. sin embargo, que la existencia de 
d erivada de un a funcion en un punto implied la continuidad de la funcion m es e 
punto. Para verlo, supongamos que existe f'(z 0 ) y escribamos 


lim [/(z) - /(z 0 )] 

Z-*Zo 


lim 

Z~*ZO 


Az) - Az 0 ) 


z - Zc 


lim (z - z 0 ) = /'(z 0 ) • 0 

Z~*ZO 


0, 


de donde 


lim /(z) = f(z 0 ). 

Z-»Zo 


Esto asegura la continuidad de / en z 0 (Sec. 14). 

Las interpretaciones geometricas de la derivada de una funcion de una varia¬ 
ble compleja no son tan inmediatas como en el caso real. Nos ocuparemos de 
ellas en el Capitulo 8. 
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16. FORMULAS DE DERIVACION 

La definition de derivada en la Section 15 es identica en su forma a la de la 
derivada de una funcion real de una variable real. De hecho las formulas de 
derivation basicas que se recogen mas abajo se pueden deducir de esa definition, 
junto cor. varios teoremas sobre limites, esencialmente por los mismos metodos 
que los utilizados en Calculo. En estas formulas, la derivada de una funcion / en 
un punto z viene denotada bien sea por f'(z) o por d\_f{z)~\/dz, dependiendo de 
cual sea la notation mas conveniente. 

Sea c u.ia constarite compleja y sea / una funcion cuya derivada existe en un 
punto z. Es facil demostrar que 

-T- c = 0, T“ z=1 ’ ~r tr/MI = c /'(4 C 1 ] 

dz dz dz 

Asimismo, si n es un entero positivo, 

4- z" = nz”-\ [2] 

dz 

Esta formula sigue siendo valida cuando n es un entero negativo, supuesto que 
z # 0. 

Si existen en un punto z las derivadas de dos funciones / y F, entonces 
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Se dispone tambien de una regia de la cadena para derivar funciones com- 
puestas. Supongamos que / tiene derivada en z 0 y que g tiene derivada en el 
punto/(z 0 ). En tal caso, la funcion F(z) = g[/(z)] tiene derivada en z 0 , y es 

F'(z 0 ) = g'Lflz o)]/'(zo)- [6] 

Si denotamos w = /(z) y W = g(w), de modo que W = F(z), la regia de la cadena 
se convierte en 

dW dW dw 

dz dw dz 

Ejemplo. Para hallar la derivada de (2z 2 + if, llamamos w = 2z 2 + i y 
W = w 5 . Entonces 

— (2z 2 + if = 5w 4 4z = 20z(2z 2 + if. 
dz 

Comenzaremos la demostracion de [6] eligiendo un punto especifico z 0 en el 
que exista f'(z 0 ). Escribimos w 0 = /(z 0 ) y suponemos que tambien existe g'(z 0 ). 
Existe entonces algun e entomo | w — w 0 | < e de w 0 tal que para todo punto w 
en el podemos definir una funcion <D que tiene por valores <t>(w 0 ) = 0 y 


- [/(z) + F(z)] = /'(z) + F'(z). 


[3] 


-j z Iff)F(z)-] = /(z)F'(z) + /'(z)F(z); 


[4] 


y, cuando F(z) # 0, 


d_ 

dz 


M 

F(z)_ 


F(z)/'(z) - /(z)F'(z) 
[F(z)] 2 


[5] 


Probemos la formula [4]. A tal fin, escribimos la siguiente expresion para el 
cambio que sufre el producto /(z)F(z): 

f(z + Az)F(z + Az) - /(z)F(z) = /(z)[F(z + Az) - F(z)] + 

+ [/(z + Az) - /(z)]F(z + Az). 

Si dividimos ambos lados de la ecuacion por Az y entonces hacemos tender Az a 
cero, llegamos a la formula deseada para d[f(z)F{z)~\/dz. Aqui hemos utilizado el 
hecho de que F es continua en el punto z, ya que existe F'(z); asi que F(z + Az) 
tiende a F(z) cuando Az tiende a cero (vease Ej. 4, Sec. 14). 


[7] 


[ 8 ] 


<P(h>) = — g'( w o) cuando w # w 0 . 

w — w 0 

Hagamos notar que, a la vista de la definition de derivada, 

lim 4>(w) = 0. 

W~*W o 

Por tanto, O es continua en w 0 . 

Ahora la expresion [7] admite la forma 

g(w) — g(w 0 ) = [g'( w o) + ®(m , )](w — Wq) (|w — w 0 \ < e), [9] 

.que es valida incluso cuando w = w 0 ; y como existe/'(z 0 ) y en consecuencia/es 
continua en z 0 , podemos escoger un numero positivo d tal que el punto/(z) esta 
en el e entorno |w — w 0 | < e de w 0 , si z esta en el d entorno \z — z 0 | < S de z 0 . 
Asi pues, es legitimo sustituir la variable w en la Ecuacion [9] por /(z) cuando z 
es cualquier punto del entorno |z — z 0 | < 5. Con dicha sustitucion, junto con la 
de w 0 = /(z 0 ), la Ecuacion [9] queda 


£[/(z)] - gCAzo)] 


= {g'[/(z o)] + 4>[/(z)]} 


/(z) - /(z 0 ) 


z - Zo 


(0 < |z - Z 0 1 < 5), [10] 
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donde debemos estipular que z =£ z 0 de manera que no haya division por cero. 
Como ya se ha hecho notar,/es continua en z 0 y d> lo es en el punto w> 0 = f(z 0 ). 
Luego la composition 4>[/(z)] es continua en z 0 ; y como fl^Wo) = 0, 

lira a >[/(z)] = 0. 

Z~*Zq 

Luego la ecuacion (10) pasa a ser 

F'(zo) = g'U(zo)V^o) 
en el limite, cuando z tiende a z 0 . 


EJERCICIOS 

1. Usar los resultados de la Seccion 16 para hallar /'(z) si 
a) f(z) = 3z 2 - 2z + 4; b) f{z) = (1 - 4z 2 ) 3 ; 

c) m = (z- l)/(2z + l)(z # -i); d) f(z) = (1 + z 2 ) 4 /z 2 (z * 0). 

2. Mediante los resultados de la Seccion 16 probar que 
a) un polinomio 


b) la definition [3], Seccion 15, de derivada y la formula del binomio (Ej. 16, 
Sec. 2). 

6. Demostrar que la expresion [2], Seccion 16, para la derivada de z", sigue 
siendo valida cuando n es negativo (n = -1,-2, ...), supuesto que z / 0. 

Sugerencia: Hacer m — —n y usar la formula de derivation de un 
cociente de dos funciones. 

7. Sea 


m = 



si z # 0, 
si z = 0. 


Probar que si z = 0, entonces Aw/Az = 1 en cada punto no nulo sobre los 
ejes real e imaginario del piano Az, y que Aw/Az = — 1 en todo punto no 
nulo Ajc, Ax de la recta Ax = Ay en ese piano, donde Az = (Ax, Ay). 
Concluir de esas observaciones que /'(0) no existe. (Notese que, para obtener 
este resultado, no es suficiente considerar solo las direcciones horizontal y 
vertical a la hora de tender hacia el origen en el piano Az.) 

8 . Por el metodo del Ejemplo 2, Seccion 15, demostrar que /'(z) no existe en 
ningun punto z si /(z) es 

a) z; b) Re z; c) Im z. 


P(z) = a 0 + a 2 z + a 2 z 2 + + a„z” (a n * 0) 

de grado n{n S* 1) es diferenciable en todas partes, con derivada 
P'(z) = a t + 2 a 2 z + ••• + na n z n ~ 1 ; 

b) los coeficientes del polinomio P(z) de la parte (a) se pueden expresar 
como 


a 0 = P( 0), a x 


P'(0) P"(0) /^(O) 

!! ’ a 2 — 2 , . •••> a n — 


3. Aplicar la definicion [3], Seccion 15, de la derivada para dar una demostra- 
tion directa de que/'(z) = — 1/z 2 cuando /(z) = 1/z (z ^ 0). 

4. Deducir la definicion [3], Seccion 16, para la derivada de la suma de dos 
funciones. 


17. ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN 


En esta section o btendremos u n par de ecuaciones que deben satisfacer las 
primeras derivadas parciales de las funcio nes componentes u v v de una funcion 

f(z) = u(x, y) + iv(x, y ) [1] 

en un p unto z Q = (x Q , y 0 ) pa ra que exis ta en el la derivada de / Tambien vere mos 
como se puede escribir/'(zoXen ferminos de talgs.derivadas parciales. 
Supong amos que existe la derivada 


f(zo) = 


Jj m f(z 0 + Az) - /(z 0 ) 
Az-*0 Az 


[ 2 ] 


Poniendo z 0 = x 0 + iy 0 y Az = Ax + i Ay, tenemos, por el Teorema 1 de la 
Section 12, las expresiones 


5. Deducir [2], Seccion 16, para la derivada de z" cuando n es un entero 
positivo, usando 

a) Induction matematica y la formula [4], Seccion 16, para la derivada del 
producto de dos funciones; 


Re[/'(z 0 )] = 


Im[/'(z 0 )] = 


lim Re 

(Ax, Ay)-*(0, 0 ) 


lim Im 

(Ax, Ay)(0,0) 


~ /(zq + Az) - /(z 0 ) ~1 
Az J 

7(z 0 + Az) - /(z 0 ) ~1 
Az J 


[3] 

[4] 
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donde 

/(z 0 + A z) - f{z 0 ) 


u(x 0 + Ax, >’p + Ay) - u(x 0 , y 0 ) + i[i>(*o + Ax,y 0 + Ay) - r(x 0/ y 0 )] 

= Ax + iAy 

Es importante ahora tener en cuenta que las expresiones [3] y [4] son validas 
cuando (Ax, Ay) tiende a (0, 0) de todas las maneras posibles. 

En particular, hagamos tender (Ax, Ay) hacia (0, 0) horizontalmente por los 
puntos (Ax, 0), como se indica en la Figura 24 (Sec. 15). Elio significa que Ay = 0 
en la Ecuacion [5], y nos encontramos con que 


del matematico aleman G. F. B. Riemann (1826-1866), quien las convirtio en 
fundamentales en su desarrollo de la teoria de funciones de una variable com- 
pleja. 

Resumimos los resultados precedentes como sigue. 

Teorema. Supongamos que 

f{z) = u(x, y) + iv(x, y) 

y que f'(z) existe en un punto z 0 = x 0 + iy 0 . Entonces las primeras derivadas 
parciales de u y v deben existir en ese punto y deben satisfacer en el las 
ecuaciones de Cauchy-Riemann 

u x = v y , u y = -v x [9] 


Re[/'(z 0 )] 

Im[/'(z 0 )] 


lim 

Ax->0 


m(x 0 + Ax, y 0 ) - u(x 0 , y 0 ) 
Ax 


lim 

Ax-*Q 


p(x 0 + Ax, y 0 ) - y(x 0 , y 0 ) 
Ax 


Ademas, /'(z 0 ) se puede expresar como 

f(z 0 ) = u x + ™ x > 

donde las derivadas parciales estan evaluadas en ( x 0 , y 0 ). 


Esto es, 

f'(z o) = u x (x 0 , y 0 ) + iv x (x 0 , y 0 ), M 

donde u x (x 0 , y 0 ) y u x (x 0 , y 0 ) denotan las primeras derivadas parciales con respecto 
a x de las funciones u y v en (x 0 , y 0 )- 

Tambien podemos hacer tender (Ax, Ay) a cero verticalmente, a traves de los 
puntos (0, Ay). En tal caso, Ax = 0 en la Ecuacion [5], con lo que obtenemos 

f (Z 0 ) “ l o) itty (^0- >' 0 ) \J~\ 


Ejemplo 1. En el Ejemplo 1, Seccion 15, probamos que la funcion 
/(z) = Z 2 = X 1 - y 2 + ilxy 

es diferenciable en todas partes, y que f'{z ) = 2z. Para comprobar que las 
ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen en todas partes, notemos que 
w(x, y) = x 2 — y 2 y v(x, y) = 2xy. Asi pues, 

u x = 2x = v y , u y = —2y= —v x . 


para f’(z 0 ), esta vez en terminos de las primeras derivadas parciales de u y v 
respecto a y, evaluadas en (x 0 , y 0 ). Notese que [7] se puede reformular como 

f'(z 0 ) = — i[u y (x 0 , y 0 ) + iv y (x 0 , y 0 )]- 

Las ecuaciones [6] y [7] no solo dan f'{z 0 ) en terminos de derivadas parciales 
de las funciones componentes u y v, sino que proporcionan condiciones necesa- 
rias para la existencia de/'(z 0 ). Porque, igualando las partes real e imaginaria de 
los miembros de la derecha en ambas ecuaciones, vemos que la existencia de 
/'(z 0 ) exige que 

u x (x 0 , y o) = i y(X(), yo) y u y (x q, yo) ^x(-^o> Vo) - J 

Las ecuaciones [8] son las ecuaciones de Cauchy-Riemann, llamadas asi en honor 
del matematico frances A. L. Cauchy (1789-1857), quien las descubrio y utilizo, y 


Ademas, de acuerdo con la Ecuacion [10], 

/'(z) = 2x + ily = 2(x + iy) = 2z. 

Como las ecuaciones de Cauchy-Riemann son condiciones necesarias para la 
existen cia de la derivada de una funcion / en un punto z 0 , suelen utilizarse para 
local izar los puntos en los que / no admite_ derivada..... 

Ejemplo 2. La funcion f(z) = |z| 2 fue discutida en el Ejemplo 2, Seccion 15. En 
este caso, «(x, y) = x 2 + y 2 y v(x, y) = 0, luego u x = 2x y v y = 0, mientras que 
Uy = 2y y v x = 0. Puesto que las ecuaciones de Cauchy-Riemann no se satisfacen 
salvo si x = y = 0, la derivada f'(z) no existe si z # 0. 

Hagamos constar que el teorema anterior no asegura la existencia de /'(0). El 
teorema de la proxima seccion si garantiza su existencia. 
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18. CONDICIONES SUFICIENTES 

El que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfagan en un punto z 0 = (x 0 , Jo) 
no basta para asegurar la existencia de la derivada de una funcion f(z) en ese 
punto. (Ver Ej. 6, Sec. 19). Pero con ciertos requisitos de continuidad se tiene el 
siguiente resultado. 

Teorema. Sea la funcion 


f(z) = m(x, y) + iv(x, y) 


deflnida en algun e entorno de u n punto z n = x n + ivn- Supo ngamos que las 
derivadas parciales de primer orden de las funciones u y v con respe cto a x e y 
exisien en todos l o s puntos de ese en tor no y son continuas en ( x 0 , y 0 ). Entonces, 
si esas derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de Cauch y-Riemann 


U X = Vy, Uy = ~V X 


en (x 0 , y 0 ), la derivada f'(z Q ) existe. 


Para comenzar la demostracion, escribamos Az = Ax + iAy, donde 
0 < |Az| < e, y 


Por tanto. 


Aw = /(z 0 + Az) - f(z 0 ). 

Aw = Am + iAv, 



La existencia de expresiones del tipo [2] para funciones de dos variables reales 
con derivadas parciales de primer orden se establece en el Calculo en relacion con 
las diferenciales*. 

Supuesto que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se cumplen en (x 0 , y 0 ), 
podemos reemplazar u y (x 0 , y 0 ) por — o x (x 0 , J 0 ) Y v y( x cn Jo) P or u x( x o> Jo) en P] y 
dividir despues por Az para obtener 

Aw V(Ax) 2 + (Ay) 2 f/11 

— = u x {x o, Jo) + ivfx o. Jo) + ( £ i + I£ z) Xz L4 -* 

Pero V(Ax) 2 + (Ay) 2 = |Az|, y por tanto 

yj (Ax) 2 + (Ay) 2 = 1 

Az 

Asimismo, 6l + ie 2 tiende a 0 cuando (Ax, Ay) tiende a (0, 0). Asi que el ultimo 
termino de la derecha en la Ecuacion t4] tiende a 0 cuando la variable Az = Ax + 
+ iAy tiende a 0. Eso quiere decir que el limite del lado izquierdo de la ecua¬ 
cion [4] existe y que 

/'(zq) = u x (xq, y 0 ) 4" i v x( x o-> Jo)- 


Ejemplo 1 . Supongamos que 

f(z) = e x (cos y + / sen y), 

donde hay que tomar y en radianes a la hora de evaluar cos y y sen y. Entonces 
u(x, j) = e x cos y y v(x, y) = e x sen y. 


con 


Am = m(x 0 + Ax, y 0 + Ay) - m(x 0 , j 0 ), 
Av = v(xq + Ax, y 0 + Ay) - u(x 0 , y 0 ). 


[ 1 ] 


Ahora bien, a la vista de la continuidad de las primeras derivadas parciales de u y 
de v en el punto (x 0 , y 0 ), 


Am = m x (x 0 , y 0 ) Ax + u y (x 0 , y 0 ) Ay + fiiy /jAx) 2 + (Ay) 2 , 


[ 2 ] 


Av = v x (x 0 , y 0 ) Ax + v y (x 0 , y 0 ) Ay + e 2y /(Ax) 2 + (Ay) 2 , 
donde e, yc 2 tiende a 0 cuando (Ax, Ay) tiende a (0, 0) en el piano Az. Luego 


Aw = M x (x 0 , y 0 ) Ax + Uy(x 0 , y 0 ) Ay + fiiy^ Ax) 2 + (Ay) 2 
+ !'Wx 0 , yo) Ax + u,,(x 0 , y 0 ) Ay + £ 2 \/(Ax) 2 + (Ay) 2 ]- 


[3] 


Como u x = v y y u y = —v x en todas partes, y las derivadas son continuas en 
todas partes, las condiciones requeridas por el teorema se cumplen en todo el 
piano complejo. Por tanto, f'{z) existe en todas partes, y 

f'(z) = u x + iv x = e x (cos y + i sen y). 

Notese que f'(z) = /(z). 

Ejemplo 2. Del teorema de esta seccion se deduce tambien que la funcion 
/(z) = |z| 2 = (x 2 + y 2 ) + / 0 


* Vease, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3.“ ed., pag. 150-151 y 
197-198, 1983. 
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tiene derivada en z = 0. En efecto,/'(0) = 0 + «0 (comparar con el Ej. 2 de la 
Sec. 15). Vimos en el Ejemplo 2 de la Seccion 17 que esta funcion no puede tener 
derivada en ningun punto no nulo, porque en ellos no se satisfacen las ecuaciones 
de Cauchy-Riemann. 


19. COORPENADAS POLARES 


Cuando z 0 # 0, el teorema de la Seccion 18 se reformula en coordenadas polares 
mediante la transformation de coordenadas (Sec. 5). 

x = r cos 6, y = r sen 0. [!] 


Segun escribamos 

z = x + iy o z = re' e (z # 0) 

cuando w = f(z), las partes real e imaginaria de w = u + v se expresan en 
terminos de las variables x, y o de r, 8. Supongamos que existen en todas partes 
las derivadas parciales de primer orden de u y de v con respecto axe y en algun 
entorno de un punto no nulo z 0> y que son continuas en ese punto. Las derivadas 
parciales de primer orden con respecto a r y 0 tienen tambien esas propiedades, y 
la regia de la cadena para la derivation de funciones reales de dos variables reales 
se puede usar para escribirlas en terminos de las antedichas. Mas concretamente, 

como 


en ese punto. Es claro entonces, de las ecuaciones [2] y [5], que 



en el punto z 0 . 

Si se sabe, por otra parte, que las ecuaciones [6] son validas en z 0 , es sencillo 
probar (Ej. 7) que las ecuaciones [4] se cumplen en el. Las ecuaciones [6] 
son por consiguiente, una forma altemativa de las ecuaciones de Cauchy-Rie¬ 
mann [4]. 

Ya podemos reformular el teorema de la Seccion 18 en coordenadas polares. 
Teorema. Sea la funcion 

f(z) = u(r, 0) + iv(r, 8) 

dejinida en algun e entorno de un punto no nulo z 0 = r 0 exp ( i8 0 ). Supongamos 
que las primeras derivadas parciales de las funciones u y v con respecto a r y 8 
existen en todos los puntos de ese entorno y son continuas en (r 0 , 8 0 ). Entonces, 
si esas derivadas parciales satisfacen la forma polar [6] de las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann en (r 0 , 8 0 ), la derivada /'(z 0 ) existe. 

Aqui la derivada f(z 0 ) se puede escribir (ver Ej. 8) 

/'(z 0 ) = e~ m (u r + iv r ), [7] 


du du dx du fy du 
dr ~ dx dr + dy dr dd 


du dx dw dy 
dx dd + dy dd 


donde el miembro de la derecha ha sido calculado en ( r 0 , 8 0 ). 


podemos escribir 

u r = u x cos 8 + u y sen 8, u e = -u x r sen 8 + u y r cos 8. 


[ 2 ] 


Ejemplo. Consideremos la funcion 



1 


re 


Analogamente, 

v r = v x cos 6 + v y sen 8, v e = —v x r sen 8 + v y r cos 8. [3] 

Si las derivadas parciales con respecto a x e y satisfacen ademas las ecuacio¬ 
nes de Cauchy-Riemann 

U x = Vy, Uy = -V X [ 4 ] 


Como 


u(r, 8) 


cos 8 
r 


y 


v(r, 8) = 


sen 8 
r 


Las condiciones del teorema se satisfacen en cualquier punto z = re 16 no nulo 
del piano. Por tanto, la derivada de / existe en ellos, y de acuerdo con la expre- 
sion [7], 


en z 0 , las ecuaciones [3] pasan a ser 

v = - Uy cos 8 + u x sen 8, v„ = u y r sen 8 + u x r cos 8 C5] 
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EJERCICIOS 

* 1. Usar el teorema de la Section 7 para probar que f'(z) no existe en ningun 

punto para 

a ) /(z) = z; b) f{z) = z - z; c) /(z) = 2x + ixy 2 ; 
d) /(z) = ee-*>. 

„ 2. Demostrar, mediante el teorema de la Section 18, que f'{z) y su derivada 
f”(z) existen en todas partes, y calcular /"(z), para 

a) f(z) = iz + 2; b) f(z) = e"**-"; c) /(z) = z 3 ; 

d) /(z) = cos x cosh y — i sen x senh y. 

Sol. b)f"(z)=m d)f'(z) = -f(z). 

• 3. De los resultados obtenidos en las Secciones 17 y 18, determinar donde 

existe /'(z) y calcular sus valores, para 

a) f(z) = 1/z; b) f(z) = x 2 + iy 2 ; c)f(z) = z Im z. 

Sol. a) f'(z) 1/z 2 (z # 0); b)f'(x + ix) = 2x; c)f\ 0) = 0. 

4. Demostrar, con ayuda del teorema de la Section 19, que cada una de estas 
funtiones es diferenciable en el dominio de definition indicado, y usar 
entonces la expresion [7] para hallar /'(z): 

a) f(z) = 1/z 4 (z # 0); b) f{z) = yfre* 12 (r > 0, -n < 6 < zr); 

c) f( z ) = cos (In r) + ie~ e sen (In r)(r > 0, 0 <6 2n). 

Sol. b)f'(z) = l/[2/(z)]; cV'(z) = if(z)lz. 

5. Probar que cuando f(z) = x 3 + i(l — y) 3 , es legitimo escribir 

f\z) = u x + iv x = 3x 2 

solo si z = i. 

6. Sean w y u las componentes real e imaginaria de la funcion/ definida por las 
ecuaciones 

f(z) 2 

,, , - cuando z # 0, 

/(z) = S z 

Lo cuando z = 0. 

Verificar que las ecuaciones de Cauchy-Riemann u x = v y y u y — — v x se 
satisfacen en el origen z = (0,0). [Comparar con el Ejertitio 7 de la Section 
16, donde se demuestra que, a pesar de todo,/'(0) no existe.] 


7. Resolver las ecuaciones [2], Section 19, para u x y u y con el fin de probar que 

sen 0 n cos 6 

u r = u r cos 9 - u 9 -> u y = u r sen 6 + u e - 

X r r j r 

Usar entonces estas ecuaciones y las similares para v x y v y para demos¬ 
trar que, en la Seccion 19, las ecuaciones [4] se cumplen en un punto z 0 si se 
satisfacen en el las ecuaciones [6]. Completar asi la verification de que las 
ecuaciones [6], Seccion 19, son las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma 
polar. 

8 . Supongamos que una funcion f(z) = u + iv es diferenciable en un punto 
no nulo z„ = r 0 exp (i‘0 o )- Usar las expresiones halladas en el Ejercicio 7 
para u x y v y , junto con la forma polar [6], Sec. 19, de las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann, para demostrar que /'(z 0 ) puede escribirse como 

/'(z 0 ) = e~ w (u r + iv r ), 
donde u r y v r se calculan en (r 0 , 9 0 ). 

9. a) Con ayuda de la forma polar de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 

deducir la forma alternativa 

/'(z 0 ) = — («« + iv e ) 

z o 

de las expresiones para f'(z 0 ) en el Ejercicio 8. 

b) Utilizar la expresion de /'(z 0 ) obtenida en el apartado (a) para probar 
que la derivada de la funcion /(z) = l/z(z ^ 0) en el ejemplo de la 
Seccion 19 es /'(z) = — 1/z 2 . 

10. a) Recordemos (Sec. 3) que si z = x + iy, entonces 

z + z z - z 


Aplicando formalmente la regia de la cadena a una funcion de dos 
variables, deducir la formula 

dF _ dF 8x dF dy _ 1 fdF . 8F\ 
dz 8x 8z + 8y 8z 2 + 8y) 

b) Definamos el operador 

8 _ 1 ( 8 _ . _fl_\ 

8z 2 \dx + 1 8y) 
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a sugerencia del apartado a), para probar que si las derivadas parcia- 
les de primer orden de las partes real e imaginaria de una funcion 
f(z ) = u{x, j) + iv(x, y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 
entonces 

% = ?[“* - v y + i(v x + u y J] = 0. 


dor no se anule en ningun punto de D. En particular, el cociente P(z)/Q(z) de dos 
polinomios, es analitica en cualquier dominio en el que Q(z) # 0. 

Con la regia de la cadena para la derivada de una funcion compuesta encon- 
tramos que una funcion compuesta de dos funciones analiticas es analitica. Ilustra- 
remos esto mediante un ejemplo que involucra coordenadas polares. 

Ejemplo. Si 


Deducir asi la forma compleja df/dz = 0 de las ecuaciones de Cauchy- 

Riemann. f( z ) = z + 1 y g(z) = Jr e im (r > 0, -jt < 6 < n), 

z 


20. FUNCIONES ANALITICAS 

Ya estamos preparados para introducir el concepto de funcion analitic a. Una 
f uncion/de la variable compleja z se dice analitica en un coniunto abierto si tiene 
d erivada en todo punto de ese abierto *. Cuando hablemos de una funcion 
analitica sobre un conjunto S que no es abierto, quedara sobreentendido que la 
funcion es analitica en algun abierto que contiene a S. En particular ,/ es analitica 
en un punto z 0 si es analitica en un entorno de z 0 . 

Notemos, por ejemplo, que la funcion f(z) = 1/z es analitica en todo punto no 
nulo del piano finito, mientras que la funcion/(z) = \z\ 2 no es analitica en ningun 
punto, porque solo admite derivada en z = 0, pero no en un entorno. (Ver 
Ejemplo 2, Section 15). 

fUna funcion entera es una funcion que es analitica en to dos los puntos del 


entonces la composition g[/(z)] esta bien definida sobre cualquier dominio cuya 
imagen bajo la transformation w = /(z) este contenida en el dominio p > 0, 
— n < (j> < n del piano w, donde w = pe'*. 

Consideremos, como ejemplo, el dominio D consistente en los puntos del 
semipiano superior Im z > 0 del piano z que son exteriores al circulo |z| = 1. 
Cuando w = /(z), la imagen de D es el semipiano superior Im w > 0 del piano w 
(vease Ej. 2, Sec. 10). Como la funcion g(w) = J~p e‘ 0/2 {p > 0, — n < <j> < n), 
cuyos valores son raices cuadradas de w (Ej. 3, Sec. 9), esta bien definida sobre el 
semipiano Im w > 0, la funcion compuesta g[/(z)] esta evidentemente bien de¬ 
finida sobre D. Ademas, como g{w) es analitica, con derivada g’(w) = l/[2g(H’)], 
en el dominio Im w > 0 [ver el Ejercicio 4(b), Section 19], g[/(z)] es tambien 
analitica en D. 

•Notese que, de acuerdo con la regia de la cadena, 


pia no finito. Ya que la derivada de un polinomio exist e en t odas partes, todos los 
poli nomios son funciones enteras. 

~~ Si una funcion no es analitica en un punto z 0 pero es analitica en algun punto 
de todo entorno de z 0 , se dice que z 0 es un punto singular, o una singularidad, de / 
El punto z = 0 es obviamente singular para la funcion /(z) = 1/z. La funcion 
/(z) = |z| 2 , por su parte, carece de singularidades, pues no es analitica en ningun 
punto. 

Una condition necesar ia, pero en modo alguno suficiente, para que f sea 
analitica en un dominio D es claramente la continuidad de / sobre /). F I que se 
cu piplan las ecuaciones de Cauchy-Riemann es tambien necesario, pero tampoco 
suficiente. Los teoremas de las Secciones 18 y 19 dan condiciones suficientes de 
analiticidad en D. 

Otras condiciones suficientes utiles se obtienen de las formulas de derivation 
de la Section 16. Las derivadas de la suma y del producto de dos funciones 
existen siempre que ambas funciones tengan derivada. Asi pues, si dos funciones 
son analiticas en un dominio D, su suma y su producto son analiticos ambos en D. 
Analogamente, su cociente es analitico en D supuesto que la funcion del denomina- 


* En la literatura se emplean con frecuencia los terminos holomorfas y regulares para referirse a 
las funciones analiticas. 


WWW 


Concluiremos esta section con una propiedad esperada y especialmente util 
de las funciones analiticas. 

Teorema. Si f(z) = 0 en todos los puntos de un dominio D, entonces f(z) es 
constante sobre D. 

Para demostrarlo, escribimos /(z) = u(x, y) + iv(x, y). Entonces, supuesto 
que/'(z) = 0 en D, observamos que u x + iv x = 0, y, a la vista de las ecuaciones 
de Cauchy-Riemann, v y — iu y = 0. Por tanto, 

u x = u y = v x = v y = 0 


®n cada punto de D. 

Ahora bien, u x y u y son las componentes x e y del vector grad u, y la 
componente de grad u en un punto dado en una direction concreta es la derivada 
directional de u alii en esa direction. Luego el que u x y u y sean siempre cero 
I I jonario que grad u es siempre el vector cero, y por tanto que cualquier derivada 


66 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES 


FUNCIONES ANALITICAS 67 


direccional de u es cero. En consecuencia, u es constante a lo largo de todo 
segmento recto contenido en D, y como todo par de puntos de D se pueden unir 
por un conjunto finito de tales segmentos unidos por los extremos (Sec. 8), los 
valores de u en esos puntos han de ser iguales. Podemos concluir, pues, que existe 
una constante real a tal que w(x, y) = a sobre D. Analogamente, r(x, y) = b, y se 
sigue que f(z) = a + ib en todo pun to de D. 


parciales de u y v asegura que u yx = u xy y v yx = v xy . Luego de [3] y [4] se sigue 
que 

u xx "H a yy b y v xx d - v yy 0. 

Esto es, u y v son armonicas en D. 


21. FUNCIONES ARMONICAS 

Una funcion real h de dos variables reales x e y se dice armonica en un dominio 
dado del piano xy si sobre ese dominio tiene derivadas parciales continuas de 
primer y segundo orden, y satisfacen la ecuacion 


Ejemplo 1. Ya que las funciones 


f(z) = z 2 = (x + iy) 2 = x 2 — y 2 + ilxy 


y 


g(z) = e x (cos y + i sen _y) 


h xx (x, y) + h yy (x, y) = 0 [1] 

La Ecuacion [1] se conoce como ecuacion de Laplace. 

El proximo teorema es fuente de funciones armonicas y es fundamental en la 
teoria de las funciones analiticas. 

Teorema 1. _ S i una funcion f(z) = u(x, y) + iv(x, v) es analitica en un dom inio 

D, sus funciones componentes u y v son armonicas en D. 

Para demostrarlo necesitamos un resultado que se probara en el Capitulo 4 
(Sec. 40), a saber, que si una funcion de una variable compleja es analitica en un 
punto, entonces sus partes real e imaginaria tienen derivadas parciales de todo 
orden en ese punto. 

Supuesta / analitica en D, partimos de la observation de que las derivadas de 
primer orden de sus funciones componentes han de cumplir las ecuationes de 
Cauchy-Riemann sobre D: 

u x = u y = -v x . [2] 

Derivando ambos lados de esas ecuationes respecto de x, tenemos 

Uxx Vyx’ Uy X = V xx . [3] 

Del mismo modo, derivando en y se llega a 


son enteras (Ejemplo 1, Section 18), tambien lo es su producto. Por el Teorema 1, 
por tanto, la funcion 

Re [/(z)g(z)] = e x [(x 2 — y 2 ) cos y - 2xy sen y] 

V es armonica en todo el piano. 

Sj dos funcion es dadas uy v son armonicas en un dominio D y sus derivad as 
parciales de primer ord en satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann f2] en D, 
s e dice que v es armonica conjugada de u. El si gnificado de la palabra conjugada 
caqui es, claro esta, diferente del de la Section 3, donde se definio z. 

Es evidente que si una funcion /(z) = w(x, y) + i't)(x, y) es analitica en un 
dominio D, entonces v es una armonica conjugada de u. Reciprocamente, si v es 
una armonica conjugada de u en un dominio D, la funcion f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 
es analitica en D. Esto es consecuencia del teorema de la Section 18. Enunciamos 
este resultado como teorema. 

Teorema 2. Una funcion f(z) = u(x, y) 4- iv(x, y) es analitica en un domini o D 

sly solo si v es una armonica conjugada de u. _ 

El proximo ejemplo muestra que si v es armonica conjugada de u en algun 
dominio, no es tierto, en general, que u sea armonica conjugada de i; en el. 

Ejemplo 2. Sean 

u(x, y) = X 2 - y 2 y v(x, y) = 2 xy. 


U xy V yy , U yy — V xy . [4] 

Pero por un teorema de Calculo avanzado* la continuidad de las derivadas 


Como son las partes real e imaginaria, respectivamente, de la funcion entera 
/(z) = z 2 , sabemos que v es armonica conjugada de u en todo el piano. Pero u no 
puede ser armonica conjugada de v porque, segun el teorema de la Section 17, 
la funcion 2 xy + i(x 2 — y 2 ) no es analitica en ningun punto. Dejamos como 
ejercicio probar que si dos funciones u y v han de ser armonica conjugada una 
de otra, ambas han de ser constantes. 


Vease, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3.‘ ed„ pp. 199-201, 1983. 
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Es, no obstante, cierto que si v es armonica conjugada de u en el dominio D, 
entonces — u es armonica conjugada de v en D, y reciprocamente. Eso se ve 
escribiendo 

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), -if(z) = v(x, y) - iu(x, y) 

y observando que f(z) es analitica en D si y solo si —if(z) es analitica alii. 

En el Capitulo 8 (Sec. 75) demostraremos que una funcion u que es armonica 
en un dominio de cierto tipo siempre tiene una armonica conjugada. Asi pues, en 
tales dominios, toda funcion armonica es la parte real de una funcion analitica. 
Es tambien cierto que una armonica conjugada, cuando existe, es unica salvo 
constantes aditivas. 

Ejemplo 3. Ilustraremos ahora otro metodo para la obtencion de una armonica 
conjugada de una funcion armonica dada. La funcion 

u{x, y) = y 3 - 3 x 2 y [ 5 ] 

se ve facilmente que es armonica en todo el piano xy. Para calcular una armonica 
conjugada v(x, y) hagamos notar que 

u x (x, y) = -6 xy. 

De manera que, en vista de la condition u x = v y , podemos escribir 

v y (x, y) - —6 xy. 

Manteniendo x fija e integrando los dos lados de esa ecuacion en y, encontramos 
que 

t>(x, y) = —3 xy 2 + </>(x), [6] 

donde <f> es, por el momento, una funcion arbitraria de x. Como ha de cumplirse 
u y = ~ v x, se sigue de [5] y [6] que 

3 y 2 - 3x 2 = 3 y 2 - 4>'(x). 

Luego (j> (x) = 3x 2 , o sea </>(x) = x 3 + c donde c es un numero real arbitrario. 
Por tanto, la funcion 

v(x, y) = x 3 - 3 xy 2 + c 

es una armonica corijugada de u(x, y). 

La funcion analitica correspondiente es 


Se comprueba sin dificultad que 

f(z) = i(z 3 + c). 

Esta forma viene sugerida obseryando que cuando y = 0, la Ecuacion [7] se 
convierte en 

/(x) = i(x 3 + c). 

Las funciones armonicas juegan un papel importante en Matematica Aplica- 
da. Por ejemplo, las temperaturas en laminas delgadas, sin fuentes o sumideros de 
calor, y cuyas propiedades termicas no varien punto a punto en el piano xy son 
armonicas. Lina funcion V(x, y) es tambien armonica si representa un potencial 
electrostatico que varia con x e y solo en una region del espacio tridimensional 
que esta libre de cargas. El uso de la teoria de funciones de una variable compleja 
para hallar tales funciones armonicas se tratara en detalle en el Capitulo 9 y en 
parte de los capitulos subsiguientes. 


EJERCICIOS 

1. Aplicar el teorema de la Seccion 18 para comprobar que cada una de estas funciones 
es entera: 

9) f ( z ) = 3 x + y + i(3y — x); b) f(z) = sen x cosh y + i cos x senh y; 
c) f(z) = e-V*; d) f(z) = (z 2 - 2)e 

*2. Con ayuda del teorema de la Seccion 17, demostrar que estas funciones no son 
analiticas en ningun punto: 

a) f(z) = xy + iy; b) f(z) = e y e ix . 

3. Explicar por que la composition de dos funciones enteras es entera. Idem para una 
combination lineal c 1 f l (z) + c 2 f 2 (z) de dos funciones enteras, donde c, y c 2 son 
constantes complejas. 

4. En cada caso, determinar los puntos singulares de la funcion y explicar por que la 
funcion es analitica en todas partes excepto en esos pgptos: 

aV 2z + 1 ■ h\ _ — + ‘ ^ z 2 + 1 

z(z 2 + 1)’ z 2 - 3z + 2’ c) (z + 2)(z 2 + 2z + 2)' 

Sol. a) z = 0, +i; c) z = -2, -1 + /. 

5. De acuerdo con el Ejercicio 4 b), Seccion 19, la funcion 

g(z) = -Jr e ie ' 2 (r > 0, -n < 6 < jc) 


C7] 
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f(z) = ( y 3 - 3x 2 y) + f(x 3 - 3 xy 2 + c). 




70 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES 


FUNCIONES ANALITICAS 71 


es analitica en su dominio de definition, con derivada g'(z) = l/[2g(z)]. Probar que la 
funcion compuesta g(2z -2 + i) es analitica en el semipiano x > 1, con derivada 
l/g(2z -2 + i). 

Sugerencia: Notese que Re (2 z — 2 4* i) > 0 cuando x > 1. 

6. Usar los resultados de la Section 19 para verificar que la funcion 

g(z) = In r + iQ (r > 0, 0 < 6 < 2n) 

es analitica en el dominio de definition que se indica, con derivada g’(z) = 1 jz. 
Probar entonces que la funcion compuesta g(z 2 + 1) es una funcion analitica de z en 
el cuadrante x > 0, y > 0, con derivada 2z/(z 2 + 1). 

Sugerencia: Observese que Im (z 2 + 1) > 0 cuando x > 0, y > 0. 


ecuaciones de Cauchy-Riemann en polares (Sec. 19), para deducir la armonica conju- 
gada v(r, 9) = 6 . (Comparar con el Ej. 6). 

12. Sea /(z) = u(x, y) + iv(x, y) una funcion analitica en un dominio D, y consideremos 
la familia de curvas de nivel u(x, y) = c, y v(x, y) — c 2 , donde c 2 y c 2 son constantes 
reales arbitrarias. Probar que esas familias son ortogonales. Mas precisamente, de- 
mostrar que si z 0 = (x 0 , y 0 ) es un punto en D que es comun a dos curvas particulares 
u(x, y) = c t y v(x, y) = c 2 y si /'(z 0 ) # 0, entonces las rectas tangentes a esas curvas 
en (x 0 , y 0 ) son perpendiculares. 

Sugerencia: De las ecuaciones u(x, y) = c 2 y v(x, y) = c 2 se sigue que 

8u du dy „ dv dv dy 
ox dy dx Ox Oy dx 


7. Sea /(z) una funcion analitica en un dominio D. Demostrar que /(z) debe ser 
constante en D si 

a) f(z) es real para todo z en D; 

b) f(z) es analitica en D; 

c) |/(z)| es constante sobre D. 

Sugerencia: Usar las ecuaciones de Cauchy-Riemann para probar a) y b). Para 
probar c), notese que f(z) = c 2 jf{z) si |/(z)| = c, donde c # 0. A continuation, 
usar ( b ). 

8. Demostrar que u(x, y) es armonica en algun dominio y hallar una armonica conjuga- 
da v(x, y), cuando 

a) u(x, y) = 2x(l - y); b) u(x, y) = 2x - x 3 + 3xy 2 ; 
c ) u(x, y) - senh x sen y; d) u(x, y) = yj{x 2 4- y 2 ). 

Sol. a) v(x, y) = x 2 — y 2 + 2y; c) v(x, y) = -cosh x cos y. 

9. Probar que 

a) si y y V son armonica conjugada de u en un dominio D, entonces v(x, y) y V{x, y) 
difieren a lo sumo en una constante aditiva arbitraria; 

b) si v(x, y) es armonica conjugada de u en un dominio D y ademas u es armonica 
conjugada de v, entonces w(x, y) y u(x, y) deben ser constantes en D. 

10. Sea/(z) = u(r, 6 ) + iv(r, 9) una funcion analitica en un dominio D que no incluye al 
origen. Mediante las ecuaciones de Cauchy-Riemann en polares (Sec. 19) y supuestas 
continuas las derivadas partiales, demostrar que la funcion u(r, 6) satisface en D la 
ecuation diferencial 


13. Probar que para f(z) = z 2 , las curvas de nivel u(x, y) — c 2 y v(x, y) = c 2 de las 
funtiones componentes son las hiperbolas indicadas en la Figura 25. Notese que son 
ortogonales, como se describe en el Ejerticio 12. Observese que las curvas u(x, y) = 0 
y v(x, y) = 0 se cortan en el origen pero no son, sin embargo, ortogonales entre si. 
iPor que esta de acuerdo este hecho con el resultado del Ejercicio 12? 



Dibujar la familia de curvas de nivel de la funciones componentes u y v para 
f /(z) = 1/z, y comprobar la ortogonalidad descrita en el Ejercicio 12. 


11 . 


r 2 u„(r, 9) + ru r (r, 9) + u ee (r, 9) = 0, 

que es la forma polar de la ecuacion de Laplace. Probar que lo mismo es cierto para la 
funcion v(r, 0). 


16 . 


Verificar que la funcion u(r, 9) = In r es armonica en el dominio r > 0,0 < 9 < 2n 
probando que cumple la forma polar de la ecuation de Laplace, obtenida en el 
Ejercicio 10. A continuation, usar la tecnica del Ejemplo 3, Section 21, pero con las 
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Rehacer el Ejerticio 14 en coordenadas polares. 

Dibujar las familias de curvas de nivel de las funtiones componentes de 


m = 


1 


z + 1 


y observar como ilustra este caso el resultado del Ejercicio 12. 
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CAPITULO 

_ TRES 

FUNCIONES ELEMENTALES 


Como ya hemos visto, se reduce a la funcion exponencial usual del Calculo 
cuando y = 0, es entera, y verifica la formula diferencial 



[5] 


Consideramos aqui varias funciones elementales estudiadas en el Calculo y defi- 
nimos funciones correspondientes de una variable compleja. Mas concretamente, 
definimos funciones analiticas de una variable compleja z que se reducen a las 
funciones elementales del Calculo real cuando z = x + iO. Comenzamos defi- 
niendo la funcion exponencial compleja y la utilizaremos despues para desarro- 
llar otras. 


en todo el piano. 

Notese que como se suele asignar el valor tfe, o sea la raiz n-esima positiva 
de e, a e x cuando x = 1 /n(n = 2,3,...), el valor de la funcion exponencial compleja 
e 2 es tambien ^/e cuando z = 1 /n(n = 2, 3,...). Esta es una exception al convenio 
(Sec. 7) que nos llevaria normalmente a interpretar e Vn como el conjunto de todas 
las raices n-esimas de e. 

Hagamos constar ademas que cuando z es imaginario puro, la Ecuacion [4] 
se convierte en 

e ,e = cos 6 + i sen 6. 

Esta es la formula de Euler, introducida en la Section 6. Por tanto, la definition 
dada alii del simbolo e ,e coincide con la definition [4]. 

La forma mas compacta 


22. LA FUNCION EXPONENCIAL 

Si una funcion / de una variable compleja z = x + iy se ha de redutir a la 
funcion exponencial usual cuando z es real, debemos exigir que 

f(x + iO) = e x [1] 


e 2 = eV* [6] 

de la Ecuacion [4] hace muy facil comprobar la propiedad aditiva 

(exp Zl ) (exp z 2 ) = exp( Zl + z 2 ). [7] 

A tal fin, escribimos Zj = x, + iy 2 y z 2 = x 2 + iy 2 . Entonces, a la vista de la 
expresion [6], 


para todo numero real x. Ya que d(e x )/dx = e x para todo x real, es natural 
imponer las siguientes condiciones: 

/es entera y /'(z) = f(z) para todo z. [2] 


(exp z 1 )(exp z 2 ) = (e Xi e iy ')(e X2 e iy2 ) = (e x 'e X2 )(e iy 'e iy2 ). 
Pero X! y x 2 son ambos reales, y sabemos que (Sec. 6) 


Como ya se apunto en el Ejemplo 1 de la Section 18, la funcion 

/(z) = e*(cos y + i sen y), [3] 


Luego 


e ‘yigiy2 _ e Hyi +yi) 


con y en radianes, es diferenciable en todos los puntos del piano complejo y 
/'(z) = f(z). Luego esa funcion cumple las condiciones [1] y [2], Puede probarse 
ademas que es la unica funcion que las satisface (vease Ej. 17, Sec. 23); y escribi¬ 
mos /(z) = e z . A veces, por conveniencia, usamos la notation exp z en vez de e 2 . 

Asi que la funcion exponencial del analisis complejo se define para todo z 
como 


(exp z,)(exp z 2 ) = e fx ' +X2) e i(y2+y2) -, 

y. puesto que (xj + x 2 ) + i(y y + y 2 ) = Zj + z 2 , el lado derecho de esa ultima 
uacion pasa a ser exp {z 1 + z 2 ), de acuerdo con [6]. La propiedad [7] queda 
ast demostrada. 

Observese que, como e z + 2n ‘ = e z e 2m y e 2n ‘ = 1, la funcion exponencial es 
Periodica con periodo imaginario puro de 2ni: 


e z = <?*(cos y + i sen y). 


[4] 
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exp (z + 2ni) = exp z para todo z. 


[ 8 ] 
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Se deja como ejercicio demostrar que 

ex P z i , , 

— = exp (z, - Zl \ [9] 

De esto y del hecho de que e° = 1, se sigue l/e z = e~ z . Otra identidad util es 
(exp z)" = exp (nz) (n = 0, ±1, ±2, ...). [10] 

23. OTRAS PROPIEDADES DE exp z 

Escribamos la expresion e z = e x e iy en la Seccion 22 como 

e z = pe donde p = e x y (f) = y. [1] 

El numero p = e x es, naturalmente, positivo para cada valor de x, y de acuerdo 
con [1] el modulo de e z es e x y un argumento de e z es y. Es decir, 

\e z \ = e x y arg (e z ) = y + 2nn (n = 0, ±1, ±2, ...). [2] 

Notese que al ser \e z \ siempre positivo, 

e* ^ 0 para todo numero complejo z. [3] 

Supongamos ahora que w es cualquier punto no nulo del piano w. Es facil 
probar que hay un numero infinito de puntos en el piano z que satisfacen la 
ecuacion 

e z = w [4] 

Para ello, observemos que cuando zywse escriben z = x + iyyw — pe i<b {—n < 
< 5> ^ 7t), la Ecuacion [4] se puede poner en la forma 

e x e iy = pe‘*. [5] 


y 

ni 

V 

z + 4ni • 

z + 2ttz • 

• w = pe 1 ® 

P/ 

/\* 


z = In p + • 

o 

x o' 

U 




— 717 




z - 2iri • 



Figura 26. w = 

exp z. 


Ejemplo. Deben existir, por ejemplo, valores de z tales que e z = — 1. Para 
hallarlos, escribimos — 1 = \e in , de modo que p = 1 y = 7i en la expresion [6], 
Asi pues, e z = —1 cuando 

z = (2n + l)7ri (« = 0, ±1, ±2, ...). 

La afirmacion [3] nos dice que ningun valor de z satisface [4] para w = 0; asi 
que es claro del parrafo precedente al ejemplo que el recorrido de la funcion 
exponencial w = e z es todo el piano w excepto el origen w = 0. 

La expresion [6] nos dice ademas que la funcion 

g(w) = In p + id) (w / 0), [7] 

donde w = pe l<b ( — n<d>^n), satisface la condicion exp [g(w)] = w. Mas aun, 
si un punto z = x + iy esta en la banda horizontal —n<y^n (Fig. 26), e z se 
puede escribir e z = pe i<b , donde p = e x y O = y. Por tanto 

g(e z ) = In (e x ) + iy = x + iy = z 

cuando z esta en dicha banda. Las funciones g(w) y 

/(z) = e z ( — 7i < Im z ^ n) [8] 


Entonces, en vista de la afirmacion en cursiva de la Seccion 6 relativa a la 
igualdad de dos numeros complejos en forma exponencial, e x = p e y = d> + 
+ 2nn, donde n es cualquier entero. Como la ecuacion e* = p es la misma que 
x = In p, se sigue que cuando w = pc 1 '® ( —tt < <D ^ n), la Ecuacion [4] se 
cumple si y solo si z toma uno de los valores 

z = In p *+ *'(<D + 2 nn) (n = 0, +1, ±2, ...). [6] 

Tales valores se indican a la izquierda en la Figura 26, ilustrando el hecho de que 
la transformacion w = exp z es muchos a uno. Esa propiedad se debe, evidente- 
mente, a la periodicidad de la funcion exponencial (Sec. 22). 


son, por tanto, funciones inversas. Esto es, g[/(z)] = z y /[g(wj] = w. Esto 
sugiere usar la Ecuacion [7] para definir el logaritmo de una variable compleja, 
un concepto que desarrollaremos en las Secciones 26 y 27. 

ejercicios 

L Probar que 

a) exp (2 + 3jti) = — e 2 ; b ) exp 2 + - (1 + i); 

c) exp (z + ni) = -exp z. 
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2 . 


3. 


4. 


5. 

6 . 


7. 


8 . 


9. 


10 . 


11 . 


12 . 


13. 

14. 


15. 


Explicar por que la funcion 2z 2 — 3 — ze z + e~ z es entera. 

Hallar todos los valores de z tales que 

a) e 2 = -2; b) e z = 1 + ^3i; c) exp (2z - 1) = 1. 

Sol. a) z = In 2 + (2n + \)ni (n = 0, ±1, ±2, ...); 

c) z = (j) + nni (n = 0, + 1, ± 2, ...). 

Expresar |exp (2z + i) + exp (/z 2 )| en terminos de x e y. Probar entonces que 

|exp(2z + ;') + exp(;'z 2 )| ^ e 2x + e~ 2xy . 

Demostrar que |exp (z 2 )| ^ exp (|z| 2 ). 

Demostrar que |exp (-2z)| < 1 si y solo si Re z > 0. 

Sea z cualquier numero complejo no nulo. Demostrar que si z = re ie , entonces 

exp (In r + id) = z. 

Describir el comportamiento de exp (x + iy) cuando a) x tiende a -oo; b) y tiende 
a oo. 

Probar que 

a) exp z = exp zpara todo z; 

b) exp (if) = exp (iz) si y solo si z = nn, donde n = 0, ± 1, +2, ... 

a) Probar que si e z es real, entonces Im z = nn(n = 0, +1, +2, ...). 

b) Si e z es imaginario puro, ^que restriction significa sobre z? 

Demostrar que la funcion e z no es analitica en ningun punto. 

Probar de dos maneras que la funcion exp (z 2 ) es entera. ( -,Cual es su derivada? 

Sol. 2 z exp (z 2 ). 

Expresar Re (e 1/z ) en terminos de x e y. ^Por que es armonica esta funcion en todo 
dominio que no contenga al origen? 


16. Establecer la identidad (Sec. 22). 

(exp zf = exp ( nz ) (n = 0, ±1, ±2, ...) 

del modo siguiente: 

a) Probar, por induction, que es valida para n = 0, 1, 2, ... 

b) Verificarla para los enteros negativos recordando en primer lugar de la Section 7 
que z" = (z -1 ) - " (n = —1,-2,...) si z # 0 y escribiendo (exp zf = (1/exp z) m , donde 
m = —n = 1, 2,... Usar entonces el resultado de la parte a), junto con la propiedad 
1/<? Z = e~ z (Sec. 22) de la funcion exponencial. 

17. Supongamos que la funcion /(z) = u(x, y) + iv(x, y) satisface las condiciones [1] y 
[2] de la Section 22. Seguir los pasos indicados para probar que /(z) debe ser la 
funcion 

/(z) = e x (cos y + i sen >j. 

a) Obtener las ecuaciones u x = u,v x = v y usarlas a continuation para mostrar que 
existen funciones reales </> y ^ de la variable real y tales que 

u(x, y) = e x 4>(y) y v(x, y) = e x *j/(y). 

b ) Usar la armonicidad de u (Sec. 21) para obtener la ecuacion diferencial 4>"(y) + 
+ <^(v) = 0 y mostrar asi que <f>(y) = A cos y + B sen y, donde Ay B son nu- 
meros reales. 

c) Tras notar que *J/{y) = A sen y — B cos y y que 

u(x, 0) + iv(x, 0) = e x , 

hallar A y B. Concluir que 

u(x, y) = e x cos y y v(x, >j = e x sen y. 

24 . FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Sea/(z) = u(x, y) + iv(x, y) una funcion analitica en el dominio D. Explicar por que 
las funciones 


U(x, y) = e uix ' y) cos v(x, y) V(x, y) = e“ ,x ’ y) sen v(x, y) 

son armonicas en D y por que V(x, y) es, de hecho, una armonica conjugada de 
U(x, y). 

Verificar que 


La formula de Euler (Sec. 6) nos dice que 

e lx = cos x + i sen x, e~ ix = cos x — i sen x 
para todo numero real x, y de esas ecuaciones se deduce que 
e ,x — e~‘ x = 2i sen x, e‘ x + e~ ix = 2 cos x. 


exp Zj 
exp z 2 


exp (z, - z 2 ). 


como se afirmo en la Seccion 22. 


Es natural, por tanto, definir las funciones seno y coseno de una variable comple- 
ja z como sigue: 
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sen z = 


21- 


cos z = 


+ e~ 


[ 1 ] 
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Notese que 


sen (—z) = —sen z y cos ( — z) = cos z. 


[ 2 ] 


Asimismo, cuando y es cualquier numero real, podemos usar las funciones hiper- 
bolicas 

e> — e~ y e* + e~ y 

senh v = --- y cosh y = ---. 

2 ' 2 

aprendidas en el Calculo, para escribir 

sen (iy) = i senh y y cos (iy) = cosh y. [3] 

Las funciones seno y coseno son enteras por ser combinaciones lineales (Ej. 3, 
Sec. 21) de las funciones enteras e iz y e~ iz . Conociendo las derivadas de estas 
funciones exponenciales, hallamos de las ecuaciones [1] que 


— sen z = cos z, — cos z = —sen z. 
dz dz 


Ejemplo. Para probar que 

2 sen z x cos z 2 = sen (z x + z 2 ) + sen (z 1 — z 2 ), 


[4] 


[5] 


usando las definiciones [1] y las propiedades de la funcion exponencial, expresa- 
mos en primer lugar 


2 sen z x cos z 2 = 2 


e ,zi — e lz '\fe‘ Z2 + e lz2 


2 / A 2 

El producto reduce el miembro de la derecha a 


gi(Zl+2 2 ) _ g-i(zi +Z2) gi(zi -z 2 ) _ e ~i(Zi-Zl) 


2 i 


+ 


2i 


o sea 


sen (zj + z 2 ) + sen (z x — z 2 ); 
y la identidad [5] queda establecida. 

A partir de la [5] se deducen las siguientes, cuya verification dejamos como 
ejercicio: 
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cos (z t 

+ z i) = cos Zj cos z 2 — sen z x sen z 2 , 

[7] 


sen 2 z + cos 2 z = 1, 

[8] 

sen 2z = 

2 sen z cos z, cos 2z = cos 2 z — sen 2 z, 

[9] 


( ^ 

sen 1 z + — 1 = cos z. 

[10] 


Las partes real e imaginaria de sen z y cos z se exhiben escribiendo z x — x y 
z 2 = iy en las identidades [6] y [7], y consultando entonces las relaciones [3]: 


sen z = sen x cosh y + i cos x senh y 
cos z = cos x cosh y — i sen x senh y, 


[ 11 ] 

[ 12 ] 


donde z = x + iy. Unas cuantas propiedades importantes de sen z y de cos z se 
siguen inmediatamente de esas dos ultimas expresiones. Notemos, por ejemplo, 
que sen z bar y cos z bar son los conjugados de sen z y cos z, respectivamente. El 
caracter periodico de sen z y de cos z es tambien evidente: 

sen (z + 27i) = sen z, sen (z + n) = —sen z, [13] 

cos (z + 2n) = cos z, cos (z + n) = —cos z [14] 

Con ayuda de las expresiones [11] y [12], el lector puede probar que 

|sen z| 2 = sen 2 x + senh 2 y, [15] 


|cos z| 2 = cos 2 x + senh 2 y. 


[16] 


Es claro de esas dos ecuaciones que sen z y cos z no estan acotadas en valor 
absoluto, mientras que los valores absolutos de sen x y de cos x son menores o 
iguales que la unidad para todo numero real x. 

Un valor de z para el cual /(z) = 0 se llama un cero de la funcion / Los ceros 
de las funciones seno y coseno son todos reales. En efecto, 

sen z = 0 si y solo si z = nn (n = 0, ±1, ±2, ...) [17] 


cos z = 0 si y solo si z = (n + ^)rt (n = 0, +1, ±2, ...) [18] 

Comprobemos primero [17]. Esta claro que sen z = 0 si z = nn, porque sen z 
s® convierte en el seno usual del Calculo para z real. Para probar que no hay mas 
^ros de sen z, supongamos que sen z = 0 y observemos como de la Ecuacion 
[15] se desprende que 


sen (z t + z 2 ) = sen z t cos z 2 + cos z t sen z 2 , [6] 
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Asi pues, 

sen x = 0 y senh y = 0. 

Evidentemente, pues, x = «7t e y = 0; es decir, z = nn. En cuanto al [18], 
referimos ahora a la identidad [10] para concluir que cos z = 0 si y solo si 
Z = (-n/2) + nn (n = 0, ±1, ±2, ...). Este conjunto de valores de z es, 
obviamente, el mismo que el de la afirmacion [18]. 

Las otras cuatro funciones trigonometricas se definen en terminos del seno y 
del coseno por las relaciones usuales: 


sen z 

tan z = -> 

cos z 


ctg z = 


cos z 

-> 

sen z 


1 

sec z = -> cosec z 

cos z 


1 

sen z 


[19] 


Hagamos notar que tan z y sec z son analiticas en todas partes excepto en las 
singularidades (Sec. 20) z = (n + §n(n = 0, ±1, ±2, ...), que son los ceros de 
cos z. Un argumento similar puede hacerse sobre ctg z y cosec z. Derivando el 
lado derecho de [19], obtenemos las formulas de derivacion 


4- tan z = sec 2 z, 4- ctg z = -cosec 2 z, 
dz dz 

d d 

— sec z = sec z tan z, — cosec z = -cosec z ctg z. 
dz dz 


[ 20 ] 


La periodicidad de cada una de las funciones trigonometricas definidas por las 
ecuaciones [19] se sigue facilmente de [13] y [14]. Por ejemplo, 


tan (z + 7i) = tan z. 


[ 21 ] 


Las propiedades de la transformation w = sen z son especialmente importantes 
en las aplicaciones posteriores. El lector que desee en este momento aprender 
algunas de ellas esta suficientemente preparado para leer la Seccion 69 (Cap. 7), 
donde se discuten. 


EJERCICIOS 

1. a) Verificar en detalle las expresiones [4] de la Seccion 24 para las derivadas de 
sen z y cos z. 

b) Sea/(z) una funcion analitica en el dominio D. Explicar por que las funciones sen 
/(z) y cos /(z) son analiticas alii. Escribiendo w = /(z), argumentar por que 


2 . 


3. 


4. 


5. 


6 . 


7. 


8 . 


9. 


10 . 


11 . 


12 . 


13. 


14. 


15. 


Probar que e lz = cos z + i sen z para todo numero complejo z. 

a) En la Seccion 24, intercambiar z 2 y z 2 en [5] y sumar entonces los miembros 
correspondientes de la ecuacion resultante y de la Ecuacion [5], para deducir la 
expresion [6] para sen (z t + z 2 ). 

b) Derivando cada miembro de la Ecuacion [6] en la Seccion 24, con respecto a z,, 
verificar la expresion [7] de fcsa seccion para cos (z, + z 2 ). 

Mostrar como se deduce cada identidad trigonometrica [8], [9] y [10] de la Seccion 
24 de una de las identidades [6] y [7] de esa misma seccion. 

Usar la identidad [8] de la Seccion 24 para probar que 

a) 1 + tan 2 z = sec 2 z; b) 1 + ctg 2 z = cosec 2 z. 

Establecer las formulas de derivacion [20], Seccion 24. 

Deducir [15], Seccion 24, para |sen z| 2 y usarla entonces para probar que |sen z| > 
|sen x\. 

Deducir la expresion [16], Seccion 24, para |cos z| 2 y usarla entonces para demostrar 
que |cos z| ^ |cos x\. 

.Con ayuda de [15] y [16], Seccion 24, para |sen z| 2 y |cos z| 2 , probar que 
a) |senh y | <; |sen z| 5 cosh y; b) |senh y\ |cos z| ^ cosh y. 

a) Usar las definiciones [1], Seccion 24, de sen z y cos z para probar que 

2 sen (z, + z 2 ) sen (z i — z 2 ) = cos 2z 2 — cos 2z 1 . 

b) Mediante la identidad obtenida en el apartado a), probar que si cos Zj = cos z 2 , 
entonces al menos uno de los numeros z, + z 2 y z, — z 2 es un multiplo entero 
de 27i. 

Probar que sen z y cos z no son funciones analiticas en ningun punto z. 

Probar que 

a) cos (iz) = cos (iz) para todo z; 

b) sen (iz) = sen (iz) si y solo si z = nni (n = 0, ±1, +2, ...). 

Demostrar de dos maneras que cada una de estas funciones es armonica en todo el 
piano: 

d) sen x senh y; b) cos 2x senh 2_y. 

Hallar todas las raices de la ecuacion sen z = cosh 4, igualando sus partes reales e 
iniaginarias. 


Sol. (2 n + j)n + 4 i (n = 0, +1, ±2, ...). 
Hallar todas las raices de la ecuacion cos z = 2. 


d dw d 

— sen w = cos w —> — cos w = 
dz dz dz 


Sol. Inn + i cosh 1 2; esto es, 2nn ± i In (2 + v /3) 


(n = 0, +1, ±2, ...). 


dw 

— sen w —• 
dz 
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25. FUNCIONES HIPERBOLICAS 


El seno y el coseno hiperbolicos de una variable compleja se definen como en una 
variable real, es decir, 


senh z - 



e z + e z 
coshz = --- 


[ 1 ] 


Ejemplo. Para ilustrar el metodo de demostracion sugerido, vamos a verificar la 
identidad [11]. Segun la primera de las relaciones [4], |senh z| 2 = |sen (iz )| 2 . Es 
decir, 


|senh z| 2 = |sen (—y + ix )| 2 , [13] 

donde z = x + iy. Pero por [15], Section 24, sabemos que 


Como e 2 y e z son enteras, se sigue de [1] que senh z y cosh z son enteras. 
Ademas, 


— senh z = cosh z, — cosh z = senh z. [2] 

dz dz 


Debido a la manera en que la funcion exponencial aparece en las definiciones 
[1] y en las definiciones (Sec. 24) 


e iz - e~ iz 

sen z = -—-> cos z 

2i 


e iz + e~ iz 

2 


de sen z y cos z, las funciones seno y coseno hiperbolicas estan estrechamente 
relacionadas a las funciones trigonometricas: 


— i senh (iz) = sen z, cosh (iz) = cos z [3] 

- i sen (iz) = senh z, cos (iz) = cosh z [4] 


Diversas identidades en las funciones seno y coseno hiperbolicas, que se 
siguen directamente de las definiciones [1], se deducen mas facilmente de propie- 
dades ya conocidas de sen z y cos z, con ayuda de las relaciones [3] y [4], 
Algunas de las identidades mas utiles son 


| sen (x + iy)| 2 = sen 2 x + senh 2 y; 


y eso nos capatita para escribir la Ecuacion [13] en la forma deseada [11]. 

En vista de la periodicidad de sen z y de cos z, se desprende inmediatamente 
de las relaciones [4] que senh z y cosh z son periodicas con periodo 2 ni. Ademas, 
los ceros de senh z son z = nni (n = 0, ±1, ±2, ...); y los de cosh z son 
z = (n + j)ni (n = 0, ±1, ±2, ...). 

La tangente hiperbolica de z se define por la ecuacion 


tgh z = 


senh z 
cosh z 


[14] 


y es analitica en todo dominio en que cosh z # 0. Las funciones ctgh z, sech z y 
cosech z son las reciprocas de tgh z, cosh z, y senh z, respectivamente. Se 
comprueba de forma rutinaria la validez de las siguientes formulas de derivation, 
que son las mismas que las vistas en Calculo para las correspondientes funciones 
de una variable real: 


— tgh z = sech 2 z, 
dz 


— ctgh z = —cosh 2 z, 
dz 


[15] 


y 


senh ( —z) = —senh z, cosh (-z) = cosh z, [5] 

cosh 2 z — senh 2 z = 1, [6] 

senh (z 1 + z 2 ) = senh z l cosh z 2 + cosh z 1 senh z 2 , [7] 

cosh (zj + z 2 ) = cosh zj cosh z 2 + senh z, senh z 2 [8] 

senh z = senh x cos y + i cosh x sen y [9] 

cosh z = cosh x cos y + i senh x sen y, [10] 

|senh z| 2 = senh 2 x + sen 2 y [11] 

|cosh z| 2 = senh 2 x + cos 2 y, [12] 


— sech z = —sech z tgh z, — cosech z = —cosech z ctgh z [16] 
dz dz 


EJERCICIOS 

1. Comprobar las derivadas de sen z y cosh z anunciadas en las ecuaciones [2], Sec¬ 
tion 25. 

2. Demostrar que senh 2z = 2 senh z cosh z partiendo de 

a) Las definiciones [1], Section 25, de senh z y cosh z. 

b) La identidad sen 2z = 2 sen z cos z (Sec. 24) y usando las relaciones [3] de la 
Section 25. 


donde z = x + iy. 


3. Mostrar como se siguen las identidades [6] y [8] de la Section 25 de las identidades 
[8] y [7], respectivamente, de la Section 24. 
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4. Escribir senh z — senh (x 4- iy) y cosh z = cosh (x + iy), y mostrar como se siguen 
[9] y [10], Section 25, de las identidades [7] y [8], respectivamente, de esa section. 

5. Comprobar que senh(z + ni) = -senh z y cosh (z + ni) = -cosh z. A continua¬ 
tion, probar que 

tgh (z + ni) = tgh z. 

6. Verif'car la expresion [12], Section 25, para |cosh z| 2 . 

7. Probar que |senh x| g |cosh z| g cosh x usando a) la identidad [12], Section 25; 
b) las desigualdades obtenidas en el Ejercicio 9b), Section 24. 

8. Comprobar que los ceros de senh z y de cosh z son los indicados en la Section 25. 

9. Utilizando los resultados probados en el Ejercicio 8, localizar todos los ceros y las 
singularidades de la funcion tangente hiperbolica. 

10 . Deducir las formulas de derivation [15], Section 25. 

11 . Hallar todas las raices de las ecuaciones 

a) cosh z = j; b) senh z = /; c) cosh z = - 2. 

Sol a) (2 n ± \)ni (n = 0, +1, ±2, ...); b) (2n + ±)ni (n = 0, ±1, ±2, ...). 

12. £Por que es entera la funcion senh (e 2 )? Escribir su parte real como funcion de x e y, y 
explicar por que esa funcion debe ser armonica en todas partes. 


o sea 


Notese que 


Log z = In |z| + / Arg z (z # 0). 

(y 4-2 ait) 

o top "2 = 


1 Z . t A 


[4] 

,'/4yd 


log z = Log z + 2nni 


(n = 0, +1, + 2, ...). 


La funcion Log z esta evidentemente bien definida y es univaluada cuando z / 0. 
Se reduce al logaritmo natural usual del Calculo cuando z es un numero real 
positivo z = r. Para verlo, basta escribir z = re ie , en cuyo caso la Ecuacion [3] se 
convierte en Log z = In r; esto es, Log r = In r. 


Ejemplo. Partiendo de [2] encontramos que 


log 1 = 2 nni (n = 0, ±1, ±2, ...) 


y 


log (—1) = (2n + l)7ii (n = 0, +1, +2, ...). 


En particular, Log 1 = 0 y Log (— 1) = ni. 


Si z es un numero complejo no nulo, con forma exponencial z = re w , entonces 

26. LA FUNCION LOGARITMO Y SUS RAMAS 0 toma uno de los valores 0 = © + 2/ra (n = 0, ± 1, ±2,...),' donde ® = Arg z. 

Por tanto, la Ecuacion [2] es expresable en la forma 

Sabemos por la Section 23 que para cualquier numero no nulo dado w = 

= pe‘ ( — n < O ^ n), la ecuacion e z = w tiene raices z = In r + id. [5] 


z = In p + /(O + 2nn) (n = 0, ±1, +2, ...). 


Esto es, 


Luego, si escribimos 


log z = In | z | + i arg z (z # 0). 


[ 6 ] 


log w = In p + f(<1) + 2rm) (n = 0, ±1, +2, ...). [1] 

vemos que exp (log vv) = w; esto motiva la siguiente definicion de la funcion 
logaritmo (multivaluada) de una variable compleja. 

La funcion logaritmo se define en los puntos no nulos z = re' 9 ( — n<f><n) 
del piano z como ’ 


Si a denota cualquier numero real, y restringimos los valores de 6 en la expresion 
[5] al intervalo a < 6 < ot + 2n, la funcion 

log z = In r + id (r > 0, a < 6 < a + 27t), [7] 

con funciones componentes 


log z = In r + /(© + 2nn) ( n = 0, +1, +2, ...). [2] 

El valor principal de log z es el valor obtenido en la Ecuacion [2] cuando n = 0 y 
se denota por Log z. Asi pues, 

Log z = In r + i&, 


u(r, 6) = In r y v(r, 6) = 0, ^ [8] 

es univaluada y continua en el dominio antedicho (Fig. 27). Notese que si la 
funcion [7] hubiera de definirse sobre el rayo 6 = a, no seria continua en el. 
Porque si z es un punto del rayo, hay puntos arbitrariamente cercanos al z en los 
que los valores de v estan proximos a a y tambien otros en los que los valores de 
v estan proximos a a + 2 n. 


[3] 
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La funcion [7] no solo es continua sino analitica en el dominio r > 0, 
a < 8 < ol + 2k, pues las primeras derivadas de u y de v son continuas all! y 
satisfacen la forma polar (Sec. 19) 

1 1 ^ 

u r ~= - v e , - u 9 = —v r 
r r 

de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Ademas, de acuerdo con la Section 19, 
^ log z = e- m (u r + iv r ) = + ioj = -L; 


para la rama principal [11] consta del origen y del rayo © = n. El origen es 
evidentemente un punto de ramification de la funcion logaritmo. 

27. OTRAS PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS 

Varias identidades relativas a los logaritmos naturales de los numeros reales 
positivos son validas, con ciertas modificaciones, para los numeros complejos. 
En primer lugar, sabemos desde el comienzo de la Section 26 que 

exp (log z) = z (z = 0), [1] 


es decir, 


d 

dz 


log z 


1 

z 


En particular, 


d . 1 

— Log z = - 
az z 


(|z| > 0, a < arg z < a + 2k). 


(|z| > 0, — n < Arg z < k). 


[9] 


[ 10 ] 


sea cual sea el valor de log z que escojamos tras especificar z. No es cierto, sin 
embargo, que log (e z ) sea siempre igual a z. Esto es evidente del hecho de que 
log (e z ) tiene infinitos valores para cada z dado. Concretamente, como (Sec. 23) 

\e z \ = e x y arg (e z ) = y + 2nn (n = 0, ±1, ±2, ...). 
si z = x + iy, vemos que 

log (e z ) = In \e z \ + i arg (e z ) = x + i(y + 2/m), 


o sea 



Figura 27 


X 


log (e z ) = z + 2 nni (n = 0, ± 1, ±2, ...). [2] 

Ahora bien, si el mimero z — x + iy se restringe a la franja horizontal —n < y 
g n y se toman valores principales de la funcion logaritmo, vemos que 

Log ( e z ) = In |e z | + / Arg (e z ) = y + iy. 


Asi pues. 


Una rama (o determinacion) de una funcion multivaluada / es cualquier 
funcion univaluada F que sea analitica en algun dominio en cada punto z del cual 
el valor F(z) es uno de los valores f(z). El requisito de analiticidad evita que se 
tomen al azar valores de / para definir la F. Notese que para cada a fijo, la 
funcion univaluada [7] es una rama de la funcion multivaluada [5], La funcion 

Log z = In r + i® (r > 0, -n < 0 < n) [11] 

se llama la rama principal. 

Un corte (de ramification ) es una portion de recta o de curva que se escoge 
con objeto de definir una rama F de una funcion multivaluada / Los puntos 
sobre el corte de F son puntos singulares (Sec. 20) de F, y cualquier punto que es 
comun a todos los cortes de f se llama un punto de ramification. El origen y el 
rayo 9 = ot constituyen el corte para la rama [7] de la funcion logaritmo. El corte 


Log (e z ) — z (— 7i < Im z g 7t). [3] 

[Comparar con el ultimo parrafo de la Section 23, donde la funcion g(w) es, de 
hecho, Log w.] 

Sean ahora z, y z 2 dos numeros complejos no nulos. Es sencillo ver que 

log (zjz 2 ) = log z { + log z 2 . [4] 

Esta afirmacion, en la que aparece una funcion multivaluada, ha de ser inter- 
pretada del mismo modo que la igualdad 

arg (z t z 2 ) = arg z t + arg z 2 [5] 

de la Section 5. Esto es, si se especifican valores de dos de los tres logaritmos 
involucrados, existe un valor del tercero que satisface la igualdad [4]. 
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r 


La demostracion de [4] se puede basar en [5] de la siguiente manera. Como 
l z i z 2 l = l z ill z 2 l y estos modulos son todos numeros reales positivos, sabemos 
por nuestra experiencia con logaritmos en el Calculo que 

ln_Lz!Z 2 | = In |z t | + In |z 2 |. 

De esto y de la Ecuacion [5] se sigue que 

In |zjz 2 | + i arg (z t z 2 ) = (In | z x \ + i arg z x ) + (In |z 2 | + /' arg z 2 ). [6] 

Finalmente, debido a la forma en que han de interpretarse [4] y [5], la Ecuacion 
[6] es lo mismo que la Ecuacion [4], 

Analogamente, se puede demostrar que 

log = log Zj - log z 2 . [ 7 ] 


como k = 0, ±1, + 2, ... Asi pues, 


exp 




(k = 0, ±1, ±2, ...). [10] 


Como exp (ilkn/ri) tiene valores distintos solo cuando k = 0, 1, ..., n — 1, el 
miembro de la derecha de la Ecuacion [10] toma solo n valores. Ese lado derecho 
es, en efecto, una expresion de las raices n-esimas de z (Sec. 7), asi que puede 
escribirse como z 1/B . Esto establece la propiedad [9], que es valida asimismo 
cuando n es un entero negativo (vease Ej. 17). 

Las transformaciones por medio de la funcion logaritmo juegan un papel 
relevante en aplicaciones posteriores. El lector interesado en conocer algunas 
propiedades de tales transformaciones, realizadas tanto mediante la funcion loga¬ 
ritmo como mediante la funcion exponencial, posee ya el bagaje suficiente para 
leer toda la Section 68 (Cap. 7), excepto el ultimo ejemplo. 


Ejemplo. Para ilustrar la igualdad [4], escribamos z t = z 2 = -1, con lo que 
z x z 2 = 1. Si se especifican los valores log z x = ni y log z 2 = -ni, la Ecuacion 
[4] se satisface obviamente cuando se elige el valor log (z x z 2 ) = 0. 

Notese que, para los mismos numeros Zj y z 2 , 

Log (z x z 2 ) = 0 y Log z x + Log z 2 = 2ni. 


EJERCICIOS 

1. Probar que 

a) Log (-«') = 1 - ^ i; b) Log (1 - i) = j In 2 - ^ i. 


Asi que la igualdad [4] no es valida, en general, cuando log se sustituye en todas 
partes por Log. Una observation similar se aplica a [7]. 

Incluiremos aqui otras dos propiedades de log z que seran de especial interes 
en la Section 28. Si z es un niimero complejo no nulo, entonces 


2. Comprobar que si n = 0, +1, ±2,..., 

a) log e = 1 + 2nni\ b) log i = (In + \)ni\ 

c) log (—1 + i) = In 2 + 2(n + 

- 3. Probar que 


z" = exp (n log z) 


(n = 0, ±1, ±2, ...). 


[ 8 ] 


para cualquier valor de log z que se escoja. Esto es, claro esta, una generaliza¬ 
tion de la identidad (1) y se deduce de ella recordando (Sec. 22) la propiedad 
(exp z) n = exp (nz) de la funcion exponencial. 

Es tambien cierto que cuando z # 0, 


z 1/n = exp I - log z 


1 


(n = 1, 2, ...). 


[9] 


Es decir, el termino de la derecha toma n valores distintos, y esos valores son las 
raices «-esimas de z. Para probarlo, escribamos z = r exp (/©), donde © es el 
valor principal de arg z. Entonces, a la vista de [2], Sec. 26, para log z, 


exp l — log z ) = exp 


i In r + 
n n 


pero que 


4. Probar que 


Log (1 -I- i) 2 = 2 Log (1 + i) 


Log (-1 + i) 2 # 2 Log (-1) + 0- 


a) si log z = In r + iO(r > 0, 7t/4 < 0 < 9n/4), entonces log (i 2 ) = 2 log 

b) si log z = In r + i0(r > 0,3w/4 < 8 < Htc/ 4, entonces log (i 2 ) # 2 log i. 


0, ±1, +2,...) y lo mismo es 


5. Probar que 

a) el conjunto de valores de log (i 1/2 ) es (n + [) ni (n 
cierto para ) log i; 

b) el conjunto de valores de log (i 2 ) no es el mismo que el de 2 log i. 

6. Sabiendo que la rama log z = In r + iO(r >0, a<0<a + 2k) de la funcion 
logaritmo es analitica en todo punto z del dominio indicado, hallar su derivada 
mediante derivation de ambos lados de la identidad exp (log z) = z (Sec. 27) y 
usando la regia de la cadena. 
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7. Hallar todas las raices de la ecuacion log z = (n/2)i. 

Sol. z = i. 

8. Supongamos que el punto z = x + iy esta en la bandahorizontal a < y < a + In. 
Probar que cuando se usa la rama log z = In r + i6{r > 0, a < 0 < a + 2n) de 
la funcion logaritmo, log (e 2 ) = z. 

9. Demostrar que si Re z 1 >-0 y Re z 2 > 0, entonces 

Log (z 1 z 2 ) = Log z t + Log z 2 . 


18. Sea z un numero complejo no nulo, escrito z = re‘°( — n < © = "l. y sea " un entero 
positivo fijo (n = 1, 2,...). Probar que todos los valores de log (z 1,n ) vienen dados por 

la ecuacion 


1 © + 2 (pn + k) n 

log (z 1/n ) = - In r + /-^--* 


donde p = 0, ± 1, ±2, ... y k = 0, 1, 2 ,n - 1. Entonces, tras escribir 

1 1 , .0 + 2^71 

- log z = - In r 4 - i - ’ 

n n n 


10. Probar que para todo par de numeros complejos no nulos z, y z 2 , 

Log (z 1 z 2 ) = Log Zy + Log z 2 + 2Nni 

donde N tiene alguno de los valores 0, ± 1. 

11. Verificar la expresion [7], Section 27, para log (z,/z 2 ). 

a) usando el hecho de que arg (z 1 /z 2 ) = arg z 2 — arg z 2 (Sec. 5); 

b ) mostrando primero que log (1/z) = —log z(z # 0), en el sentido de que log (1/z) 
y —log z tienen el mismo conjunto de valores, y usando entonces la expresion 
[4], Seccion 27, para log (z t z 2 ). 

12. Eligiendo valores concretos no nulos de z, y z 2 , probar que la expresion [7], Seccion 
27, para log (zjz 2 ) no es valida siempre si log se sustituye por Log. 

13. Verificar la identidad [8], Seccion 27, escribiendo z = re ie en el lado derecho. 

14. Probar que 

a) la funcion Log(z — i) es analitica en todas partes, excepto en la semirrecta 
;=l(xS0); 

b) la funcion 

Log (z + 4) 
z 2 + i 

es analitica en todas partes salvo en los puntos ±(1 — i) A/2 y en la portion 
x ^ —4 del eje real. 

15. Demostrar de dos maneras distintas que la funcion In (x 2 + y 2 ) es armonica en todo 
dominio que no contenga al origen. 

16. Probar que 

Re [log (z - 1)] = | In [(x - l) 2 + /] (z # 1). 

;,Por que debe cumplir esta funcion la ecuacion de Laplace cuando z # 1? 

17. Demostrar que la propiedad [9], Seccion 27, sigue siendo valida para enteros n 
negativos. Escribir, a tal fin, z 1/n = (z l m )‘ 1 (m = —n), donde n tiene cualquiera de 
los valores negativos n = — 1, —2,... [vease Ej. lib). Sec. 7], y usar que la propiedad 
ya es conocida para los enteros positivos. 


donde q = 0, ±1, ±2, ..., demostrar que el conjunto de valores de log (z 1/n ) es el 
mismo que el de los valores de (1/n) log z. Asi pues, probar que log (z 1/ ") = (1 /«) log z, 
donde correspondiendo a un valor de log (z 1/B ) en la izquierda, ha de seleccionarse el 
valor apropiado de log z en la derecha, y viceversa. [El resultado del Ejercicio 5a) es 
caso especial de este.] 

Sugerencia: Usar el hecho de que el resto de la division de un entero por un 
entero positivo n es siempre un entero entre 0 y n — 1, inclusive; esto es, cuando se 
espetiftca un entero n, cualquier entero q puede escribirse q = pn + k, donde p es un 
entero y k toma uno de los valores k = 0, 1, 2,..., n — 1. 


28, EXPONENTES COMPLEJOS 

Cuando z # 0 y el exponente c es cualquier numero complejo, la funcion f se 
define mediante la ecuacion 

f = exp (c log z), [1] 

donde log z denota la funcion logaritmo multivaluada. La Ecuacion [1] propor- 
ciona una definition consistente de z c en el sentido de que la ecuacion ya se sabe 
que es valida (Sec. 27) para c = n(n = 0, +1, +2,...) y c = 1/n (n = +1, +2,...). 
La definition de z c viene, de hecho, sugerida por esas elecciones particulares de c. 

Ejemplo 1. Las potencias de z son, por lo general, multivaluadas, como se ve al 
escribir 

i ~ 2t = exp ( — 2/log /) = exp[ — 2i(2n + \rti ] = exp[(4n + 

donde n = 0, ± 1, ±2,... Notese que, como la exponencial cumple l/e z = e~\ los 
dos conjuntos de numeros l/z c y z~ c coinciden. Asi que podemos escribir 



y en particular, 

4^ = exp [(4n + 1)te] (n = 0, ±1, ±2, ...). 
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Si z = re' 9 y a es cualquier numero real, la rama 


log z = In r + id (r > 0, a. < 6 < a + 2n) 

de la funcion logaritmo es univaluada y analitica en el'ffominio indicado (Sec. 26). 
Cuando se usa esa determinacion, se sigue que la funcion z c = exp (c log z) es 
univaluada y analitica en ese mismo dominio. La derivada de una tal rama de z c 
se calcula poniendo 



d c 

— exp (c log z) = [exp (c log z)] - = 

UZ Z 


exp (c log z) 

c - 

exp (log z) 


= c exp [(c — 1) log z] 


y observando que el termino final aqui es la funcion univaluada c?~ l , que esta 
definida tambien en el dominio r > 0, a < 6 < a + 2n. Es decir, 

-T- z° = cz c ~ 1 (|z| > 0, a < arg z < a + 2 ti) [3] 


El valor principal de z c ocurre cuando log z se sustituye por Log z en la 
definition [1]: 


z c = exp (c Log z). [4] 

La Ecuacion [4] sirve tambien para definir la rama (o determinacion) principal de 
la funcion z c sobre el dominio |z| > 0, —n < Arg z < it. 

Ejemplo 2. El valor principal de (— if es 


exp [/ Log (-0] = exp /j = exp ^ 


Ejemplo 3. La rama principal de z 2/3 se puede expresar 


CXP (! L ° 8 Z ) = CXp ln r + \ i& ) = 'J 1 ' 2 ex P 



Es analitica en el dominio r > 0, -n < ® < n, como puede verse directamente 
del teorema de la Section 19. 


De acuerdo con la definition [1], la funcion exponencial con base c, donde c es 
cualquier numero complejo no nulo, se escribe 


Notese que aunque e z es en general multivaluada, segun la definition [5], la 
interpretation usual de e z coincide con la election del valor principal del logarit¬ 
mo. Porque exp (z Log e) = e z , siendo el valor principal de log e igual a la 

unidad. , _ 

Cuando se especifica un valor de log c, c z es una funcion entera de z. En 

efecto, 

— c 2 = ^r- exp (z log c) = [exp (z log c)] log c; 
dz dz 

y esto demuestra que 


— r z = (f loe c. 


TAT 


29. FUNCIONES TRIGONOMETRIC AS 
E HIPERBOLICAS INVERSAS 


Las inversas de las funciones trigonometricas e hiperbolicas pueden describirse en 

terminos de logaritmos. _ 1 

Para definir sen -1 z, la funcion in versa del seno, escribimos w = sen z, 
donde z = sen w. Es decir, w = sen 1 z cuando 


z 


— e 


2 i 


Pongamos esta ecuacion en la forma 

(e iw ) 2 - 2iz(e iw ) -1 = 0, 

que es cuadratica en e iw . Despejando e ,w [vease Ej. 20a), Sec. 7], encontramos que 

= iz + (1 - z 2 ) 1 ' 2 , [1] 

donde (1 — z 2 ) 1/2 es, naturalmente, una funcion bivaluada de z. Tomando 
logaritmos en cada lado de la Ecuacion [1] y recordando que w — sen z, 
llegamos a la expresion 

sen -1 z = — i log \iz + (1 - z 2 ) 1/2 ]- M 

El proximo ejemplo ilustra el hecho de que w = sen 1 z es multivaluada, con 
infinitos valores en cada punto z. 

Ejemplo. La expresion [2] nos dice que 

sen _1 ( —0 = — * log (1 + 72). 


c z = exp (z log c). 


C5] 
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Ahora bien 

log (1 + y/2) = In (1 + s/2) + 2rmi (n = 0, ±1, ±2, ...). 

y 

log (1 - s/2) = In (s/2 - 1) + (2 n + \)ni (n = 0, ±1, ±2, ...). 

Ya que 

In Ul - 1) = In- 1 —= = -In (1 + ^2), 

1 + v 2 

entonces, los numeros 

(—1)" In (1 + s/2) + nni (n = 0, ±1, ±2, ...). 
constituye el conjunto de valores de log (1 ± s/2). Luego 

sen -1 (— i) = nn + i(—1)" +1 In (1 + s/2) (n = 0, ±1, ±2, ...). 

Puede aplicarse la tecnica utilizada al deducir la expresion [2] para w = 
= sen -1 z, para demostrar que 


cos 


z = —i log [z + i(l — z 2 ) 1/2 ] 


[3] 


La derivada de la tercera, 


d_ 

dz 


tg 1 


z 


1 + Z 2 


[7] 


no depende, sin embargo, de la forma en que se haga univaluada a la funtion. 
Resulta ser 


senh 1 z = log [z + (z 2 + 1) 1/2 ], [8] 

cosh -1 z = log [z + (z 2 - 1) 1/2 ], [9] 


y 

tgh -1 z = ilog[^- [10] 

Finalmente, hagamos notar que otra notation frecuente para las funciones 
inversas es arcsen z, etc. 


EJERCICIOS 

1. Probar que cuando n = p, ±1, ±2, 

a) (1 + if = exp [(— ji/4) 4- 2n%] exp [(i/2) In 2]; 

b) (—1) 1M = exp [2 n + 1)/]. 


y que 

i . i + z r .-, 

tg 1 z = - log --• [4] 

l i — z 

Las funciones cos -1 z y tg -1 z tambien son multivaluadas. Si se usan ramas 
especificas de las funciones raiz cuadrada y logaritmo, las tres funciones inversas 
pasan a ser univaluadas y analiticas, puesto que son entonces composiciones de 
funciones analiticas. 

Las derivadas de esas tres funciones se hallan con facilidad de las expresiones 
anteriores. Las derivadas de las dos primeras dependen de los valores elegidos 
para las raices cuadradas: 


d -i 

— sen z 
dz 


l 

[5] 

(i 

- z 2 ) 1/2 ’ 

d -i 

dz 


-1 

[6] 

= (T 

- z 2 ) 112 


2. Hallar el valor principal de 

a) f, b) [(e/2X-l - 73 i)] 3 * 1 '; c) (1 - i) 4i - 

Sol. a) exp (— 7t/2); b) -exp (2it 2 ); c) e”[cos (2 In 2) + i sen (2 In 2)]. 

3. Usar la definition [1], Section 28, de z° para verificar que (— 1 + N /3i) 3/2 = ±2 v /2. 

4. Demostrar que el resultado del Ejercicio 3 se puede obtener escribiendo 

a ) (—1 + ^3 i) 3/2 = [( — 1 + s/2> 0 1/2 ] 3 y hallando primero las raices cuadradas 
de — 1 + /3i; 

b) (— 1 + s/li) 312 = [(— 1 + x /3;) 3 ] 1/2 y elevando primero al cubo — 1 + s/3 i. 

5 . Probar que la raiz n-esima principal de un numero complejo no nulo z 0 , definida en la 
Section 7, coincide con el valor principal de zJ /B , definido en la Section 28. 

6. Probar que si z # 0 y a es un numero real, entonces \z“\ = exp (a In |z|) = |z|°, 
donde se toma el valor principal de \z\°. 
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7. Sea c = a + bi un numero complejo fijo, con c * 0, ± 1, ±2, y notese que f es 
multivaluada. iQue restricciones hay que imponer sobre la constante c para que los 
valores de |f| sean todos iguales? 

Sol. c ha de ser real. 

8 . Sean c, d y z numeros complejos, con z # 0. Demostrar que si todas las potencias 
implicadas son valores principales, entonces 

a) = z c ; b) (zTf = z cn (n = 1 , 2 , ...); c) z c z d = z c+d ; uf) z'/z*' = 

9. Usando la rama principal de z\ hallar las funciones u(r, 9) y v(r, 9) cuando 

z' = u(r, 9) + 

10. Supuesto que existe f'(z), establecer la formula de derivation para rf[c /<z) ]/</z. 

11. Hallar todos los valores de 

a) tg _1 (2 0; b) tank’ll + /'); c) cosh _ 1 (-l); d) tgh^O. 

Sol. a) (n + 1 i n 3 („ = 0 , + 1 , +2, ...); 

d) nni (n = 0, ± 1, + 2 , ...). 

12. Resolver la ecuacion sen z = 2 

a) igualando las partes real e imaginaria de cada lado. 

b) usando la expresion [2], Section 29, para sen -1 z. 

Sol. (In + \)n ± i In (2 + ^3) (n = 0, ± 1, ±2,...). 

13. Resolver la ecuacion cos z = 2. 

14. Dedutir la formula [5], Section 29, para la derivada de sen ' 1 z. 

15. Deducir la expresion [4], Section 29, para tg ' 1 z. 

16. Deducir la formula [7], Section 29, para la derivada de tg ' 1 z. 

17. Deducir la expresion [9], Section 29, para cosh -1 z. 


CAPITULO 

CUATRO 


INTEGRALES 


Las integrales son muy importantes en el estudio de funciones de una variable 
compleja. La teoria de integration que desarrollaremos en este capitulo es nota¬ 
ble por su elegancia matematica. Los teoremas son, en general, concisos y poten- 
tes, y sus demostraciones muy sencillas casi siempre. La teoria tiene, ademas, 
multiples aplicaciones en Matematicas Aplicadas. 

En lector podria pasar en este momento directamente al Capitulo 7, que trata 
la forma en que diversas curvas y regiones se transforman, bajo funciones elemen- 
tales, del piano z al piano w. Elio condutiria mas rapidamente a un tipo especial 
de information (Cap. 8) que es util en la resolution de ciertos problemas fisicos 
(Cap. 9). Debemos advertir, no obstante, que en el Capitulo 8 hay varias referen- 
cias a este capitulo. 


30. FUNCIONES COMPLEJAS w>(f) 

Con objeto de introducir las integrales de f(z) de un modo sencillo, consideremos 
primero derivadas e integrales de funciones complejas w(t) de una variable real t. 
Escribimos 

w(t) = u(t) + iv(t), [1] 

donde las funciones u y v son funciones reales de t. 

La derivada w'(t), o d[w(tf]/dt, de la funcion [1] en un punto t se define como 

w'(t) = u'(l) + iv'(t), [2] 

supuesto que existe cada una de las derivadas u' y v' en t. 
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De la definition [2] se sigue que, para cada constante compleja z 0 = x 0 + iy 0 . 


Ejemplo 1. Como ilustracion, 


d d 

j = j t [(* 0 + *>o)(« + «>)] = 

d 

= j ( l(x 0 u - y 0 v) + i(y 0 u + x 0 p)] = 
d . d 

= Jt ' X ° U ~ • y ° t ’' + ' Jt * y ° U + = 

= ( x 0 u ' - y 0 v') + i(y 0 u' + x 0 v') = 

= (x 0 + iy 0 )(u' + id). ^ 

Esto es, 

j ( l> 0 w(0] = z 0 w'(t). [3] 

Otras varias reglas aprendidas en el Calculo, tales como las de derivation de 
sumas y productos, se aplican igual que para funciones reales de t. Como sucede 
con la propiedad [3], las verificaciones se basan en las correspondientes reglas 
para las funciones reales. Una formula de derivation esperada, que se dedutira 
en los ejercicios, es 

j t e z °‘ = z 0 e*°‘. [4] 


•i 

(1 + it) 2 dt = 
o 


'i 

Jo 


(1 — t 2 )dt + i 


2 tdt 


I + i- 


De forma similar se definen las integrates impropias de w(t) sobre intervalos 
no acotados. 

La existencia de las integrales de u y dfe v en la defmicion [5] queda garanti- 
zada si esas funciones son continuas a trozos en el intervalo a | ^ Es decir, 

si son continuas en todos los puntos de ese intervalo, excepto quizas en un 
numero finito de puntos en los que, si bien discontinua, la funcion en cuestion 
posee limites laterales. Naturalmente, solo se requiere en a el limite por la 
derecha, y en b solo por la izquierda. Cuando tanto u como v son continuas a 
trozos, diremos que la funcion w tiene esa propiedad. 

Las reglas esperadas para integrar el producto de una funcion w{t) por un 
numero eomplejo, o sumas de funciones, y para intercambiar limites de integra¬ 
tion, son todas validas. Estas reglas, asi como la propiedad 


w(t)dt = 


rc rb 

w(t)dt + w(t)dt, 

a Jc 


son fatiles de verificar sin mas que recordar las correspondientes del Calculo. 

El teorema fundamental del Calculo sobre primitivas puede extenderse a las 
integrales del tipo [5]. Concretamente, supongamos que las funciones 


Hay que decir, sin embargo, que no toda regia de derivation del Calculo es 
valida para funciones del tipo [1], Supongamos, por ejemplo, que w(i) es con- 
tinua en el intervalo a ^ t ^ b; esto es, ambas, u y v son continuas alii. Aunque 
w'(t) exista cuando a < t < b, el teorema del valor medio para la derivada ya 
no es aplicable. Para ser exactos, no es necesariamente cierto que exista un 
numero c en el intervalo a < t < b tal que 

w\c){b — a) = w(b) — w(a). 

Para verlo, basta considerar la funcion w(f) = e" sobre el intervalo 0 g t S 2n. 
Porque, en tal caso, w'(t) nunca es cero, mientras que w(2n) — h>(0) = 0. 

Las integrales definidas de funciones del tipo [1] sobre intervalos a t d, b 
se definen como 


w{t) = u(t) + iv(t) y W{t) = U(t) + iV(t) 

son continuas en el intervalo a ^ t ^ b. Si W'(t) = w(/) para a ^ t ^ b, 
entonces U'(t) = u(t) y V'(t) = t?(/). Por tanto, en vista de la definition [5], 

w(t)dt = L/(r)J + = 

= lU(b) + iV{b)] - [C/(a) + iV(a)l 

Esto es, 

rb -|6 

w{t)dt = W(t) = IV(b) - W{a). [7] 

Ja J a 


f 


rb 


w(t)dt = 


u(t)dt + i v(t)dt 


'b 

J a 


[5] 


cuando las integrales individuales de la derecha existen. Asi pues, 


Ejemplo 2. Como d(e l, )/dt = ie lt , 

cm ~|«/4 

I e" dt = — ie“ = —it 


ie inl 4 + i = 


Re j* w(t) dt = J* 


Re [w(t)] dt y Im 


w(t) dt 


-r 


Im [w(t)] dt. [6] 
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Para establecer una propiedad basica de los valores absolutos de las integra¬ 
tes, tomaremos a < by supondremos que el valor de la integral definida en la 
Ecuacion [5] es un numero complejo no nulo. Si r 0 es el modulo y 0 O un argu- 
mento de ese valor, entonces 


w c't = ,' 0 e i% . 


Despejando r 0 , se tiene 


'■o = f e Wo w dtS [g] 


Como el lado lzquierdo de esa igualdad es un numero real, el derecho ha de ser 
tambien real. Luego, usando el hecho de que la parte real de un numero real es 
el propio numero y recordando la primera de las propiedades [6], vemos que el 
miembro de la derecha en la Ecuacion [8] puede reescribirse asr 


Con ligeras modificaciones, la discusion precedente conduce a desigualdades 
como 


r 


w(t) dt 


\w(t)\dt 


supuesto que existan ambas integrates impropias. 


[ 11 ] 


31. CONTORNOS 

Se definen integrates de funciones complejas de una variable compleja sobre 
curvas del piano complejo, en lugar de sobre intervalos de la recta real. En esta 
section introduciremos clases de curvas adecuadas para el estudio de tales inte¬ 
grates. 

Un conjunto de puntos z = ( x , y) en el piano complejo se dice que constitu- 
yen un arco si 


* = *(0> y = y(t) (a ^ t S: b), [ 1 ] 

donde x(t) e y(r) son funciones continuas del parametro t. Esta definition estable- 
ce una aplicacion continua del intervalo a ^ t ^ b en el piano xy, o piano z; y 
Con ello, la Ecuacion [8] toma la forma l°s puntos imagen se ordenan por valores crecientes de /. Es conveniente descri¬ 

be los puntos de C por medio de la ecuacion 


e ,9o w at = 


» p 

dt = Re e~ i6o wdt = R e(e~ ie °w)dt. 

J<* Ja 


r o 


*b 

Ja 


Re (e- w °w) dt. 


Ahora bien. 


[9] 


z = z(t\ (a ^ t ^ b), 


donde 


[ 2 ] 


Re (e i9o w) g \e- Wo w\ = |e-‘' 9o ||w| = |w|; 
y, en consecuencia, por la Ecuacion [9], 


r ° s r 


H'l dt. 


Por tanto, 


J' w(t)dt g J* 


WO I dt (a < b) 


[ 10 ] 


z(0 = x(t) + iy{t). [3] 

El arco C es un arco simple , o arco de Jordan, si no se corta a si mismo; esto 
es, C es simple si z(fj) # z(/ 2 ) cuando t l / t 2 . Cuando el arco C es simple 
excepto por el hecho de que z(b) = z(a), decimos que C es una curva cerrada 
simple, o curva de Jordan. 

La naturaleza geometrica de un arco particular sugiere a menudo notaciones 
diferentes para el parametro t en la Ecuacion [2]. Tal es el caso en los ejemplos 
que siguen. 

Ejemplo 1. La linea poligonal 

(x + ix si 0 ^ x 1, rA ., 

z = j , . ■ . . . - [4] 

(_x + / si 1 ^ x ^ 2, 


Esta propiedad es claramente valida incluso cuando el 
cero, en particular cuando a = b. 


valor de la integral es 


9 Ue consta de un segmento recto desde 0 hasta 1 
desde 1 + i hasta 2 + i, es un arco simple. 
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Ejemplo 2. El circulo unidad 

z = e ie (0 g 9 g 2 k) [5] 

en torno al origen es, por su parte, una curva cerrada simple, orientada en 
sentido positivo (contrario al de las agujas de un reloj). Tambien lo es el circulo 

z = z 0 + Re w (0^ 9 ^ 2k), [6] 

centrado en el punto z 0 y de radio R (vease Sec. 6). 

Un mismo conjunto de puntos puede constituir'arcos diferentes. 

Ejemplo 3. El arco 

z = e~ w (0^ 9 ^ 2k) [7] 

no es el mismo que el descrito por la Ecuacion [5]. El conjunto de puntos es el 
mismo, pero ahora el circulo se recorre en el sentido de las agujas de un reloj. 

Ejemplo 4. Los puntos del arco 


cambios de dicha representation, como cabia esperar. Mas precisamente, supon- 
gamos que 


t = 4>(x) (a g t ^ P) 


[ 11 ] 


donde <t> es una funtion real que aplica el intervalo a g t ^ sobre el interva- 
lo a ^ t g b. Suponemos 4> continua y con derivada continua. Supondremos 
ademas que </>'(t) > 0 para cada t, lo que asegura que t crece con r. Con el 
cambio de variable indicado en la Ecuacion [11], la expresion [10] para la 
longitud de C toma la forma 


L = 


f 


\z'i4>mmdx. 


Luego, si C tiene la representation 

z = Z(t) = z [</>(t)] (a g t ^ P), [12] 

el hecho de que (Ejercicio 9) 

Z'( r) = zmx)W(x) [13] 


z = e i2e (0 g 9 ^ 2k) [8] 

son los mismos que los de los arcos [5] y [7]. El arco aqui defmido difiere, no 
obstante, de esos dos en que es recorrido dos veces en sentido contrario a las 
agujas del reloj. 

Supongamos que las derivadas x'(t) e /(/) de las componentes de la fun- 
cion [3], usada para describir el arco C, existan y sean continuas sobre todo el 
intervalo a g g b. Bajo esas condiciones, C se llama un arco diferenciable. Se 
sigue que, al ser la derivada de z(t) (Sec. 30) 

At) = At) + iy'(4 [9] 

la funcion real 

\m = VDc'M] 2 + [/(/)] 2 

es integrable sobre el intervalo a ^ t ^ b, siendo la longitud del arco 

L = JV(/)|<*. [10] 

La expresion [10] sale de la definition de longitud de arco en el Calculo. 

Ni que decir tiene que la representation parametrica usada para C no es 
unica; y que el numero L dado por la expresion [10] es invariante bajo ciertos 


hace posible escribir [10] como 

L = J'|Z'(T)|rfr. 

Asi pues, se obtendria la misma longitud para C si se usara la representa¬ 
tion [12]. 

Si la ecuacion z = z(t) {a ^ t rg b) representa un arco diferenciable y z'(t) # 0 
en todo punto del intervalo a < t < b, entonces el vector tangente unitario 



esta bien defmido para todo t de ese intervalo abierto, con angulo de inclination 
arg z'(t). Ademas, al girar T, lo hace de forma continua mientras el parametro t 
varia sobre el intervalo a < t < b. Esta expresion de T es la que se aprende en 
Calculo cuando se interpreta z(t) como un radio vector. Tales arcos se llaman 
suaves. Al referimos a un arco suave z = z(t) (a ^ t ^ b), convenimos que la 
derivada z'(t) es continua en el intervalo cerrado a ^ t ^ b y no nula en el 
intervalo abierto a < t < b. 

Un contorno, o arco suave a trozos, es un arco que consiste en un numero 
finito de arcos suaves unidos por sus extremos. Por tanto, si la Ecuacion [2] 
representa un contorno, z{t) es continua y su derivada z’(t) es continua a trozos. 
El arco poligonal [4], por ejemplo, es un contorno. Cuando solo coinciden los 
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valores inicial y final de z(t), un contorno C se llama un contorno cerrado simple. 
Sirven de ejemplos los clrculos [5] y [6], as! como el borde de un triangulo o de 
un rectangulo, tornados con una cierta orientation. La longitud de un contorno 
o de un contorno cerrado simple es la suma de las longitudes de los arcos suaves 
de que consta. 

Los puntos de cualquier curva cerrada simple o contorno cerrado simple C 
son frontera de dos dominios distintos, uno de los cuales es el interior de C y es 
acotado. El otro, que es el exterior de C, es no acotado. Es conveniente aceptar 
esta afirmacion, conotida como el teorema de la curva de Jordan, como geome- 
tricamente evidente; su demostracion no es sencilla*. 


b) Usar la expresion e zo< = e x °‘ cos y 0 t + ie xo ' sen y 0 t, donde z 0 = x 0 + iy 0 es un 
numero fijo, para demostrar que 


— e Za ‘ = z 0 e za ‘. 


5. Aplicar la desigualdad [10], Section 30, para probar que en todo valor x del interva- 
lo — 1 ;g x ^ 1, las funciones* 



x 2 cos Of dO 


(n = 0, 1, 2,...) 


EJERCICIOS 




Sol. a) - i2 In 2; b) 


2. Probar que si my n son enteros, 

C 

e im9 e~ m d0 = 


• 2 * 

0 im» „ - in$ , 

Jo 


0 si 
2 n si 


y/1 , 

4 4’ 


m # n , 
m = n. 


c) - (Re z > 0). 

z 


3. De acuerdo con la definition [5] de la Section 30, 

e il+i)x dx= I <?*cos xdx + i[ e x senxdx. 

Jo Jo Jo 

Evaluar las integrates de la derecha calculando las de la izquierda e igualando las 
partes real e imaginaria de ambos miembros. 

Sol. -(1 + e*)/2, (1 + e*)/!. 

4. Verificar las siguientes reglas de derivation del modo propuesto. 
a) Usando la regia correspondiente del calculo real, mostrar que 


satisfacen la desigualdad |P„(x)| g 1. 

6 . Probar que si una funcion w(t) = u(t) + iv(t) es continua en un intervalo a ^ t g b, 
entonces 


a) 1 

2 0 _ y ) 2 dt; b) 

•n/6 

e i2t dt; 

8 

i 

N 


j* vv( — t)dt = w(x)dx; 


1 V / J 

0 

Jo 


r* r* _. .. 


b) 


w[^(t)]<£'(t) dx. 


donde la funcion <j>(x) es como se describe en la Section 31. 

Sugerencia: Estas identidades se pueden obtener observando previamente que 
son validas para funciones reales de t. 

7. Sea w{t) = u(t) + iv(t) una funcion compleja continua definida sobre un interva¬ 
lo —a ^ t 5= a. 

a) Supongamos que w(t) es par, esto es, w( — t) = w(t) en cada punto de ese inter¬ 
valo. Probar que 


w(t) dt 


= 2 i 


w(t) dt. 


b) Demostrar que si w(t) es una funcion impar; es decir, w{ — /) = — tv(/) en cada 
punto t del intervalo, entonces 


i: 


w(t) dt = 0. 


d 

— [w(t)] 2 = 2w{t)w'(t) 

cuando w(t) = u(t ) + iv(t) es una funcion compleja de una variable real / v w'(t\ 
existe. ' 


Sugerencia: En las dos partes de este ejercicio, usar la propiedad analoga para 
integrates de funciones reales de t, que es graficamente evidente. 

8 . Sea w(t) una funcion compleja continua de t definida en el intervalo a ^ t g b. 
Considerando el caso especial w(t) = e u sobre el intervalo 0 ^ t ^ 2?t, probar que 
no siempre es cierto que exista un numero c en el intervalo a < t < b tal que h’(c) 


* Veansepags. 115-116 del libro de Newman o la Section 13 del de Thron citados amhm <■„ el » c . J , 

Apendice 1. El caso especial en que C es un nolieono d a UOS amD0S en f 1 Estas funciones son realmente pohnomios en x. Se conocen como polinomios de Legendre y 

ginas 281-285 del Vol 1 de la obra de Hille citaHa 13 ° e se ^emuestra en las pa- son importantes en Matematica Aplicada. Vease, por ejemplo, el Capltulo 4 del libro de Lebedev que 

de HUle, cnada en ese nusmo apendice. se cita en el Apendice 1. 
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veces b — a sea igual al valor de la integral definida de w(t) desde a hasta b. 
En otras palabras, probar que el teorema del valor medio para integrales defmidas 
no es aplicable a tales funciones. 

9. Comprobar la expresion [13], Seccion 31, para la derivada de Z(t) = z[<ft(i)]. 

Sugerencia: Escribir Z(r) = x[<£(t)] + y aplicar la regia de la cadena 

para funciones reales de una variable real. 

10. Supongamos que una funcion /(z) es analitica en un punto z 0 = z 0 (t) de un arco 
diferenciable z = z(t) (si b). Probar que si w(t) = /[z(t(], entonces 

w'(t) = /'[z(/)]z'(r) 

X 

cuando t = t 0 . 

Sugerencia: Escribir /(z) = u(x, y ) 4 - iv(x, y) y z(t) = x(t) + iy(t), de modo que 
w(f) = u[x(t), y(t)] + iy[*W, y(tj]. 

Aplicar entonces la regia de la cadena para funciones de dos variables para escribir 
w' = u,*' + u y y' + i(v x x' + v y y'), 
y utilizar las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 


32. INTEGRALES DE CONTORNO 

Vamos ahora con las integrales de funciones complejas / de la variable compleja 
z. Tales integrales se definen en terminos de los valores /(z) a lo largo de un 
contorno dado C, que va desde un punto z = z ( aun punto z = z 2 del piano 
complejo. Son, por tanto, integrales de linea, y sus valores dependen, en general, 
del contorno C asi como de la funcion /. Se escribe 

f /(z) dz o f f(z)dz, 

JC Jzi 

siendo utilizada con frecuencia la ultima notation cuando el valor de la integral 
es independiente de la election del contorno que une los dos puntos extremos. 
Aunque la integral puede ser definida directamente como limite de sumas, preferi- 
mos definirla en terminos de una integral definida del tipo introdutido en la 
Section 30. 

Supongamos que la ecuacion 


lo a g ( i ft. Definimos la integral de linea, o integral de contorno, de / a lo 
largo de C como sigue: 


1 


/(z) dz = 


" flz{i)-\z'{i)dt. 

a 


[ 2 ] 


Notese que al ser C un contorno z'(t) es tambien continua a trozos sobre el 
intervalo a i ^ ft; de modo que la existencia de la integral [2] queda garan- 
tizada. 

El valor de una integral de contorno es invariante bajo cambio de representa¬ 
tion de su contorno, si el cambio es del tipo [12], Seccion 31. Esto puede verse 
por el mismo procedimiento usado en la Section 31 para poner de manifiesto la 
invariancia de la longitud de arco. 

Asotiado con el contorno C usado en la integral [2] esta el contorno - C, 
con el mismo conjunto de puntos, pero recorrido en sentido contrario al de C, 
de manera que el nuevo contorno se extiende desde el punto z 2 al z x . El contorno 
— C admite la representation parametrica z = z( — t)(—b ^ t g —a). Asi que 


f f(z) dz = 



m-mi-A-m dt. 


donde z'(-t) denota la derivada de z(t) con respecto a t, evaluada en —t. Tras 
un cambio de variable en esta ultima integral [vease Ej. 6a), Sec. 31], encontra- 
mos que 

/(z) dz = - I* /(z) dz. [3] 

J -c Jc 


Supongamos que C consta de un contorno C\ desde z 1 hasta z 3 , seguido de 
un contorno C 2 desde z 3 hasta z 2 , siendo el punto inicial de C 2 el punto final 
de C 2 . Entonces exista un numero real c, con z 3 = z(c), tal que C] viene repre- 
sentado por z = z(t) (a ^ t ^ c) y C 2 por z = z(t) (c ^ t ^ b). Como 


f f c 

/(z) dz = 

v C Jo 


fiz(tmt)dt + 


b flz(t)y(t)dt, 

c 


es evidente que 



f(z)dz = 


f(z)dz + 

Ci 


f(z) dz. 
c 2 


[4] 


z = z(t) (a ^ t ^ b) [1] A veces, el contorno C se llama la suma de Cj denotada por C 1 + C 2 . La suma 

de dos contornos C t y — C 2 esta bien definida cuando C l y C 2 tienen el mismo 
representa un contorno C, que se extiende desde z t = z(a) hasta z 2 = z(b). Sea punto final, y se denota C 1 — C 2 . 

f(z) continua a trozos sobre C, es decir,/[z(/)] es continua a trozos en el interva- Otras dos propiedades de las integrales de contorno se desprenden inmediata- 
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mente de la definition [2] y de propiedades de las integrales de funciones com- 
plejas w{t) mencionadas en la Section 30. A saber, 


f z 0 f{z)dz = z 0 j f(z) dz, 
Jc Jc 


[5] 


para toda constante compleja z 0 , y 

[/(ti + g(z)] dz = I f(z) dz + 


■ 1 - 


g{z) dz. 


[ 6 ] 


Finalmente, segun la definicion [2] precedefite y la propiedad [10], Sec. 30, 


f(z) dz 


\fimm dt. 


Asi, para cualquier constante no negativa M tal que los valores de / sobre C 
satisfagan |/(z)| iS M, 


f(z) dz 


< M 


\z'(t)\dt. 


Dado que la integral de la derecha representa la longitud L del contorno (vease 
Sec. 31), se deduce que el modulo del valor de la integral de / a lo largo de C 
no supera a ML: 


f{z) dz 


< ML. 


[7] 


Es desigual estricta, claro esta, cuando los valores de / sobre C son tales que 
|/(z)| < M. 

Notese que como todos los caminos de integration considerados aqui son 
contornos, y los integrandos funciones continuas a trozos definidas sobre esos 
contornos, siempre existe un numero M como el que aparece en la desigualdad 
[7], Esto es debido a que la funcion real |/[z(/)]| es continua en el intervalo 
cerrado acotado a ^ t ^ b cuando / es continua sobre C; y una tal funcion 
siempre alcanza un valor maximo sobre ese intervalo*. Por tanto, |/(z)| tiene un 
valor maximo sobre C cuando / es continua sobre el. Se deduce inmediatamente 
que lo mismo es cierto si / es continua a trozos sobre C. 

En el Calculo, las integrales definidas son interpretables como areas, aparte 
de otras interpretacianes posibles. Excepto en casos especiales, no se dispone de 
una interpretation correspondiente, fisica o geometrica, de las integrales en el 
piano complejo. Sin embargo, como se ha hecho constar ya, la teoria de integra¬ 


tion en el piano complejo es extraordinariamente util tanto en las matematicas 
puras como en las aplicadas. 

33. EJEMPLOS 

El proposito de esta section es ofrecer ejemplos de la definicion en la Sec. 32 de 
integrales de contorno, e ilustrar diversas propiedades antes mencionadas. Deja- 
mos para la Sec. 34 el desarrollo del concepto de primitivas de los integrandos 
/(z) en integrales de contorno. 


Ejemplo 1. Hallemos el valor de la integral 


/• 

Jc 


cuando C es la mitad derecha 
z = 2e ie 


zdz 


2 ~ ~ 2 


del tirculo |z| = 2, desde z = — 2/ a z = 2i (Fig. 28). Ya que 


- 


y 



la definicion [2], Sec. 32, nos dice que 

m nj2 


I = 


2e~ ie 2ie w dO = 4 i 


-*/2 


'*/2 


dd = 4 ni. 


-*l 2 


[ 1 ] 


Notese que cuando un punto z esta sobre el tirculo |z| = 2, se sigue que 
zz = 4, o sea, z = 4/z. Luego el resultado / = 4ni se puede reformular 


Vease, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3.“ ed., pp. 86-90, 1983. 
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Ejemplo 2. En este ejemplo, denotemos en primer lugar por C t el contor- 
no OAB que muestra la Figura 29, y calculemos la integral 


f( z ) dz 


= j f(z)dz + I* f(z) dz, 
JOA J, 


[3] 


donde 


f(z) = y - x - i3x 2 ( z = x + iy). 


El tramo OA admite la representation parametrica 2 = 0 + iy (0 g y g 1); 
y como x = 0 en sus puntos, los valores de / alii varian con el parametro y de 
acuerdo con la ecuacion/(z) = ly (0 g y ^ 1). En consecuencia, 

I f( z ) dz - j yidy = i f ydy = 

Joa Jo Jo 2 

Sobre el lado AB, z = x + i ( 1); luego 

f(z)dz = j (1 - x - i3x 2 )ldx = 

» Jo 


I 


= (1 — x) dx — 3 i 


x 2 dx = - — i. 
0 2 


A la vista de [3], resulta 


1 


f(z)dz = 
c, l 


[4] 



Si C 2 denota el segmento OB de la linea y = x, con representation parame- 
tnca z = r + K(0^j t gi), 


£/(z)dz = — i3x 2 ( 1 + i)dx = 3(1 - j) J 1 . 


x 2 dx = 1 — i. [5] 


Evidentemente, pues, las integrales de /(z) a lo largo de los caminos C\ y C 2 
toman valores distintos, pese a que ambos caminos tienen el mismo punto inicial 
y el mismo punto final. 

Observese que, en consecuencia, el valor de la integral /(z) sobre el contomo 
cerrado simple OABO, o sea, C l — C 2 , es 


/(z) dz 


f{z)dz = 


■1 + i 


c 2 


Ejemplo 3. Ahora empezamos denotando por C un arco suave arbitrario z = z(t) 
(a ^ t S b) desde un punto fijo z 2 a un punto fijo z 2 . Con el fin de calcular la 
integral 


/ = 


z dz 


■r 


z(/)z'(0 dt. 


hagamos no tar que, segun el Ejercicio 4a), Seccion 31, 

d Iz(t)-] 2 


dt 


Asi pues, 


/ = 


WO] 


2~y> 

J« 


= z(t)z\t). 


[z(ft)] 2 - [z(u)] 2 


Ahora bien, z(b) = z 2 y z(a) = z x ; luego I = (z\ — z\)/2. Habida cuenta de que 
el valor de / depende solo de los puntos extremos de C, y es por lo demas 
independiente del arco escogido, escribimos 


zdz = 


7 2 - 7 2 

Z 2 Zj 


[ 6 ] 


(Comparar con el Ejemplo 2, donde el valor de una integral desde un punto a 
otro dependia del camino elegido.) 

La expresion [6] sigue siendo valida cuando C es un contorno no necesaria- 
mente suave, ya que un contomo consta de un numero finito de arcos suaves 
Q (k = 1, 2, ..., n — 1), unidos por sus extremos. De forma mas precisa, 
supongamos que cada C k va desde z k hasta z k+l . Entonces 


zdz = Y, 

C k= 1 


zdz = Y 

C k *=1 


1 7 2 

z k+ 1 


z k 


7 2 _ ,2 

z n Z 1 


[7] 


siendo z l el punto inicial de C y z„ su punto final. 

De [7] se concluye que la integral de/(z) = z a lo largo de cualquier contor¬ 
no cerrado en el piano tiene valor cero. (De nuevo, a comparar con el Ejemplo 2, 
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donde el valor de la integral de una funcion dada sobre un cierto camino cerrado 
no era cero.) El problema de predecir si una integral sobre un contorno cerrado 
sera cero se discutira en las proximas secciones. Esta cuestion es crucial en la 
teoria de funciones de una variable compleja. 

Ejemplo 4. Sea C el arco semicircular 

z = 3e i9 (0 g 0 ^ n) 

desde el punto z = 3 hasta el z = — 3 (Fig. 30). Aunque la rama (Sec. 26) 




Finalmente, entonces, 

/ = -2^3(1 + i). 


Ejemplo 5. Sea C el mismo contorno yz 1/2 la misma rama de la funcion raiz 
cuadrada que en el Ejemplo 4. Sin conocer exactamente el valor de la integral, 
se puede probar facilmente que 



dz 


< 

= 8 


f(z) = yfr e i$l2 (r > 0, 0 < 6 < 2%) 


Porque cuando z es un punto de C, \z\ — 3; y se sigue que 



de la funcion multivaluada z 1/2 no esta definida en el punto inicial z = 3 del 
contorno C, la integral 


/ = 


z 1/2 dz 
c 


de la rama existe, sin embargo, porque el integrando es continuo a trozos sobre C. 
Para verlo, observemos que cuando 

z(0) = 3e i9 , 


los limites de la derecha de las componentes real e imaginaria de la funcion 
/[z(0)] = >/3 e' 9 ' 2 = s/3 cos ^ + iyj 3 sen ^ (0 < 6 n) 

en 6 = 0 son s/3 y 0, respectivamente. Por tanto, /[z(0)] es continua en el 
intervalo cerrado 0 ^ 6 ^ n si se define su valor en Q = 0 como s/3. Como 
consecuencia, 


y 


/ = 


% n 

s/3 e iei2 3ie ie d6 

0 


3s/3i 


J 39/2 


de- 


Jc 


e i3e/2 de = — e i39/2 
o 3i 


~ -37 t 1 + 

|0 


|z 1/2 | = \s/3e i9 ' 2 \ = 73 


y 

|z 2 + 1| ^ ||z| 2 - 1| = 8 

en los puntos de C en los que el integrando este definido. Por consiguiente, en 
esos puntos. 


donde M = ^3/8. Como la longitud del contorno es L = 3n, la cota anunciada 
para el modulo del valor de la integral es ahora consecuencia de la propiedad [7], 
Seccion 32. 


EJERCICIOS 

Dados los contornos C y las funciones f de los Ejercicios 1 a 6, usar representa- 
ciones parametricas para C, o para los fragmentos de C, con el fin de calcular 

/(z) dz. 

Jc 

1- /(z) = (z + 2)/z y C es 

a) el semicirculo z = 2e' e ( 0 ^ 0 ^ it); 

b) el semicirculo z = 2e’ 9 (n ^ 9 ^ 2 tc); 

c ) el circulo z = 2e‘ e ( 0 ^ 0 ^ 27t). 

Sol. a) -4 + 2 ni; b) 4 + 2ni; c) 47ti. 
2. /(z) = z — 1 y C es el arco desde z = 0 hasta z = 2 dado por 
a) el semicirculo z = 1 + e' 9 {n ^ 6 ^ 2 n); 
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b) el segmento 0 ^ x ^ 2 del eje real. 

Sol. a) 0; b) 0. 

3. /(z) = n exp (nz) y C es el contorno del cuadrado con vertices en los puntos 0, 1, 
1 + i e i, orientado en sentido positivo. 


11 . Probar que si C es el contorno del triangulo con vertices en los puntos 0, 3 i y 4, 
con orientation positiva, entonces 


Jc 


(e z — z)dz 


< 60. 


Sol. 4(e* - 1). 

4. C es el arco desde z = — 1 — i hasta z = 1 + i a lo largo de la curva y = x 3 , y 


12. Sean C x y C 2 los circulos z = Re* (0 g ^ 2z) y z = z 0 + Re* (0 g « g 2n), 
respectivamente. Usar estas representaciones parametncas para probar que 


m = 



si y < 0, 
si y > 0. 


f f(z)dz = J 
Jc Jc o 


f(z - z o) dz 


Sol. 2 + 3 i. 

5. /(z) = 1 y C es un contorno arbitrario desde el punto fijo z, hasta el punto 
fijo z 2 en el piano, ambos arbitrarios. 

Sol. z 2 — Zj. 

6 . C es el circulo unidad |z| = 1, en sentido contrario al de las agujas de un reloj, 
y /(z) es la rama 

z“ 1+i = exp[(— 1 4- 0 logz] (|z| > 0, 0 < argz < 27i) 
de la indicada funcion potencia. 

Sol. /(I - e~ 2 *). 

7. Con ayuda del resultado del Ejercicio 2, Sec. 31, calcular la integral 


cuando / es continua a trozos sobre C. 

13. Sea C 0 el circulo | z - z 0 | = R, en sentido contrario al de las agujas de un reloj. 
Usar la representation parametrica z = z 0 + Re* (-n ^ 0 g n) para C 0 con objeto 
de deducir las siguientes formulas de integration: 

a ) f ——— - 27 ti; b) I" (z — z 0 )" 1 dz = 0 (n = +1, +2, ...), 

JCo z ~ Z 0 JCo 

C 2 R a 

c) (z - z 0 y _1 dz = i -sen (an), donde a es cualquier numero real distinto 

de cero y donde se toman la rama principal del integrando y el valor principal de R“. 


14. Sea C R el circulo |z| = R(R > 1), recorrido en sentido positivo. Probar que 


j z m z"dz, 

donde my n son enteros, y C es el circulo |z| = 1 en sentido positivo (contrario al 
de las agujas de un reloj). 

8 . Evaluar la integral del Ejemplo 1, Section 33, usando para C la representation: 

z = V4 - y 2 + iy (-2^g 2). 

9. Sea C el arco del circulo |z| = 2 que va de z = 2 a z = 2i en el primer cuadrante. 
Sin calcular la integral, probar que 


Log z 


dz 


< 2n 


n + In R 


y que por tanto, el valor de esa integral tiende a cero cuando R tiende a infinito. 

15. Sea C„ el circulo |z| = p(0 < p < 1), orientado en sentido positivo, y sea/(z) anali- 
tica en el disco |z| g 1. Probar que si z“ 1/2 representa una rama cualquiera de esa 
potencia de z, entonces existe una constante no negativa M, independiente de p, tal 
que 


f z 1/2 /(z) dz 

Jc, 




* 

Jc 




Demostrar asi que el valor de la integral tiende a cero cuando p tiende a cero. 

Sugerencia: Puesto que/es analitica, y por tanto continua, en el disco |z| g 1, 
es acotada alii (Sec. 14). 


10. Sea C el segmento recto que va de z = i a z = 1. Teniendo en cuenta que el punto 
mas proximo al origen, de entre los de ese segmento, es su punto medio, demos¬ 
trar que 

dz 
. c z4 

sin calcular la integral. 



16. Sea C,y el contorno del cuadrado formado por las rectas 
x = e y = ±^N -t- 

donde N es un entero positivo, con orientation en sentido contrario al de las agujas 
de un reloj (positiva). 
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a) Mediante las desigualdades 

|senz| 2: jsen jc| y |senz| ^ |senhy|, 

obtenidas en los Ejercicios 7 y 9 de la Section 24, mostrar que |sen z| 2; 1 sobre 
los lados verticales del cuadrado, y que |senz| > senh (n/2) sobre los horizon- 
tales. Demostrar asi que existe una constante positiva A, independiente de N, tal 
que | sen z | 2; A para todos los puntos z del contorno C N . 

b) Usando el resultado final de a), probar que 

f -A- 16 

Jc* z sen z (2N + l)nA 

y por tanto que el valor de esta integral tiende a cero cuando N tiende a infinito. 

17. a) Supongamos que /(z) es continua sobre un arco suave C, con represen tacion 
parametrica z = z(t) (a S t S b); esto es, /[z(t)] es continua sobre el intervalo 
a g / S b. Demostrar que si <p(z) (a S t ^ fi) es la funcion descrita en la 
Seccion 31, entonces 

f f[z(W(t)dt = fV[Z(T)]Z'(T)rfx, 


aditiva arbitraria. Esto se debe a que la derivada de la diferencia F(z) — G(z) 
entre dos primitivas cualesquiera es cero, y segun el teorema de la Seccion 20, 
una funcion analitica es constante en un dominio D si tiene derivada nula en el. 

Teorema. Sea f(z) una funcion continua en un dominio D. Si cualquiera de 

estas afirmaciones es verdadera, lo son tambien las demas: 

a) f tiene una primitiva F en D; 

b) las integrales de f a lo largo de contornos contenidos en D que unen dos 
puntos fijos z 1 y z 2 tienen todas el mismo valor; 

c) las integrales de f a lo largo de cualquier contorno cerrado contenido en D 
tienen todas el mismo valor. 

Notese que el teorema no afirma que alguna de esas propiedades sea valida 
para una / dada en un cierto dominio D. Lo que afirma es que las tres son 
simultaneamente validas o falsas. Para demostrar el teorema es suficiente probar 
que a) implica b), que b) implica c), y que, fmalmente, c) implica a). 

Supongamos que a) se cumple. Si un contorno C desde z t hasta z 2 , contenido 
en D, es un arco suave, con representation parametrica z — z{t) (a S t S b), 
sabemos por el Ejercicio 10, Seccion 31, que 


donde Z(t) = z[0(t)]. 

b) Argumentar como se sigue que la identidad obtenida en la parte a) permanece 
valida cuando C es cualquier contorno, no ya necesaria mente suave, y /(z) 
continua a trozos sobre C. Concluir de ello que el valor de la integral de/(z) a 
lo largo de C es el mismo si se usa la representation z = Z(t) (a ^ t S P\ en 
lugar de la original z = z(t) (a S t S b) para calcularla. 

Sugerencia: En a), usar el Ejercicio 6b), Seccion 31, y consultar entonces la 
expresion [13] de esa seccion. 


- Fwo] = Ffzumt) = fimm 


(a S t S b). 


Por el teorema fundamental del calculo, extendido para funciones complejas de 
una variable real (Sec. 30), deducimos que 


f(z) dz 


■r 


i- 


mmmdt = rim = - fix *)]. 


34. PRIMITIVAS 

Aunque el valor de una integral de contorno de una funcion /(z) desde un punto 
fijo Zj hasta un punto fijo z 2 depende, por lo general, del camino elegido, hay 
ciertas funciones cuyas integrales son independientes del camino. (Recordar los 
Ejemplos 2 y 3 de la Sec. 33). Los ejemplos citados sirven para ilustrar tambien 
que los valores de las integrales sobre caminos cerrados son a veces, pero no 
siempre, cero. El teorema que sigue es util a la hora de saber si la integration es 
independiente del camino y cuando una integral a lo largo de un camino cerrado 
es cero. 

A1 demostrar el teorema descubriremos una extension del teorema fundamen¬ 
tal del Calculo que simplifica la evaluation de muchas integrales de contorno. 
Esa extension invol'ucra la notion de primitiva de una funcion continua en un 
dominio D, o sea, una funcion F tal que F'(z) = /(z) para todo z en D. Notese 
que una primitiva es, necesariamente, una funcion analitica. Y, asimismo, que 
una primitiva de una funcion dada f es unica salvo una constante compleja 


Como z(b) = z 2 y z(a) = z u el valor de esta integral de contorno es F(z 2 ) — F{zf 
y ese valor es ciertamente independiente del contorno C, en tanto en cuanto este 
contenido en D y una z l con z 2 . Es derir, 

\ Z2 f{z)dz = F(z)T = F(z 2 ) - F(z t ). [1] 

Jz 1 Jzi 

Este resultado es valido tambien, claro esta, cuando C es un contorno arbitrario, 
no necesariamente suave, contenido en D. El argumento para esto es esencial- 
niente identico al del Ejemplo 3, Seccion 33. Concretamente, si C consta de un 
numero finito de arcos suaves C k {k = 1, 2, ..., n — 1), cada C k yendo de z k a 
2 *+i, entonces 

I f(z)dz = "y f f(z)dz = "f [F(z k+1 ) - F(z k )] = F(z„) - F(z { ). 

JC k= 1 J Ck k= 1 

Queda asi visto que a) implica b). 
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Para ver que b) implica c), sean z 1 y z 2 dos puntos cualesquiera de un con- 
torno cerrado C contenido en D, y tomemos dos caminos, ambos con punto 
inicial z y y punto final z 2 , tales que C = C\ — C 2 (Fig. 31). Supuesto que la 
afirmacion b ) sea satisfecha, podemos escribir 


o sea 


1 


f f(z)dz = f 
Jc, 

1- 


/(z) dz. 


f(z)dz + f(z)dz = 0. 


[ 2 ] 

[3] 


Esto es, la integral de /(z) a lo largo del contomo cerrado C = C t — C 2 tiene 
valor cero. 




(vease Ej. 5, Sec. 33), podemos escribir 

1 pz + Az 

/(z >' = J. 


f(z) ds\ 


y se sigue que 

F{z + ~ F(z) - m = ^ j z+Az to - /(z)] 

Ahora bien,/ es continua en el punto z, de modo que para cada e positivo, existe 
un numero S positivo tal que 

|/(s) — /(z)| < e siempre que |.s — z| < d. 


Falta probar que c) implica a). Para ello, suponiendo que c) es cierto, demos- 
traremos la validez de b), y despues concluiremos a). Para ver que b) es cierto, 
sean C\ y C 2 dos contomos cualesquiera contenidos en D, de un punto z t a otro 
z 2 , y observemos que, en vista de c), la Ecuacion [3] se satisface (vease Fig. 3). 
Luego la Ecuacion [2] se cumple. La integration es, por tanto, independiente del 
camino en D; y podemos definir la funcion 

F(z) = f f(s) ds 

J Zo 

sobre D. La demostration del teorema quedara completa una vez que mostremos 
que F'{z) = f{z) en todo punto de D. Hacemos esto tomando un punto z + Az, 
distinto de z, en un entomo de z sufitientemente pequeno para que este contenido 
en D. Entonces 


En consecuencia, si el punto z + Az se toma sufitientemente proximo al z como 
para que |Az| < S, entonces 


F(z + Az) — F(z) 


Az 


-m 


< 7 t r e|Az| = e; 
I Az | 


es detir, 


lim 

Az->0 


F(z + Az) - F(z) 
Az 


= m. 


o sea, F\z) = /(z). 

Los siguientes ejemplos ilustran el teorema y, en particular, el uso de la 
fdrmula [1], 


F(z + Az) — F(z) 


rz + i? 

Jz 0 


f(s)ds 


f(s)ds 


- r 


As) ds. 


®3«nplo 1. La funcion continua /(z) = z 2 tiene una primitiva F(z) = z 3 /3 en 
todo el piano. Luego 


donde se puede escoger como camino de integration desde z hasta z + Az el 
segmento recto (Fig. 32). Como 


r 


z 2 dz = 


!+« 1 2 
. - 5 (> + 0 s = 3(- 1+ 0 


ds = Az 


P®ra todo contomo desde z = 0 hasta z = 1 + i. 
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Ejemplo 2. La funcion 1/z 2 , que es continua en todo piano complejo, salvo en 
el origen, admite primitiva —1/z en el dominio |z| > 0. Por tanto, 



_ i i 

Z_L z l z 2 


{z x ^ 0, z 2 # 0) 


para cualquier contorno de z x a z 2 que no pase por el origen. En particular, 



cuando C es el circulo z = 2e ie (-n ^ 0 g n) en torno del origen. 

Notese que la integral de la funcion /(z) = 1/z a lo largo del mismo circulo 
no se puede calcular por el mismo metodo. Aunque la derivada de cualquier rama 
F(z) de logz es 1/z (Sec. 26), F(z) no es diferenciable, ni siquiera esta definida, a 
lo largo de su corte de ramification. En particular, si se usa como corte un rayo 
e = a partiendo del origen, F'(z) no existe en el punto en que ese rayo intersecta 
al circulo C. Asi que C no esta contenido en un dominio sobre el cual F'{z) = 
= 1/z, y no podemos hacer uso directo de una primitiva. 


Ejemplo 3. Sea D el dominio |z| > 0, -n < Argz < n, que consta del piano 
complejo excluyendo el origen y el eje real negativo. La rama principal Log z de 
la funcion logaritmo sirve como primitiva de la funcion continua 1/z sobre D. 
Por tanto, podemos escribir 

2 i 

= Log (2/) - Log (—20 = ni 

-2i 


dz 


= Logz 


- 2i 



y donde, excepto los puntos extremos z = ± 3, C x , esta por encima del eje real 
(Fig. 33). Aunque el integrando es continuo a trozos sobre C x , y por tanto la 
integral existe, la rama de z 1/2 no esta definida sobre el rayo 6 = 0, en particular 
en el punto z = 3. Pero otra rama, 


/i(z) = \/r e wl2 (r>0, -| < 0 < 

si esta definida y es continua en todo C x . Los valores de f x (z) en todos los puntos 
de C x , excepto en z = 3, coinciden con los de nuestra integral [5], de modo que 
el integrando puede sustituirse por f x (z). Puesto que f(z) admite como primitiva 
la funcion 

Fj(z) = ? z 3 ' 2 = | rJr e i3912 (r > 0, < 6 < y), 

podemos escribir 


cuando el camino de integration desde — 2 i hasta 2i es, por ejemplo, el arco 


z = 2e u 


2 ~ ~ 2 


del circulo del Ejemplo 2. (Comparar con el Ej. 1, Sec. 33, donde esta integral 
se calculo usando la anterior parametrizacion para el arco.) 


i. 


z 1/2 dz 



2 N /3(e i0 - e i3n/2 ) = 2^3(1 + i). 


(Comparar con el Ejemplo 4, Sec. 33.) 

La integral [4] a lo largo de cualquier contorno C 2 por debajo del eje real 
tiene otro valor. Alii podemos reemplazar el integrando por la rama 


Ejemplo 4. Usaremos una primitiva para calcular la integral 


ft(z) = sfre im 


r > 0, — < 6 < 
2 



z 1/2 dz 
c, 


[4] 


cuyos valores coinciden con los de la rama [5] en el semipiano inferior. La 
funcion analitica 


sobre un contorno C dado, donde 

z i /2 = Jr <?»!?■ (r > 0, 0 < 6 < 2n) 


[5] 
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es una primitiva de f 2 (z). Asi que 


L 


z 1/2 dz = 


f 2 (z)dz = F 2 (z)\ = 2 v / 3(e i3 * - e i3n/2 ) = 2 > /3(-l + /). 

3 J-3 


Se sigue que la integral de la funcion (5) a lo largo del contorno cerrado 
— Cj toma el valor 

2V3(-1 + i) - 2^3(1 + 0 = -4^3- 


35. EL TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT 


En la Seccion 34 hemos visto que si una funcion continua admite primitiva en un 
dominio D, la integral de f(z) a lo largo de cualquier contorno cerrado C 
contenido por completo en D tiene valor cero. En esta seccion presentamos un 
teorema que da otras condiciones sobre / que garantizan que el valor de la 
integral de /(z) a lo largo de un contorno cerrado simple (Sec. 31) es cero. Este 
teorema es crucial en la teoria de funciones de una variable compleja, y veremos 
algunas extensiones, en ciertas clases especiales de dominios, en la Sec. 38. 

Sea C un contorno cerrado simple z = z(t) (a g t g b), descrito en sentido 
positivo (contrario al de las agujas del reloj), y supongamos que / es analitica en 
todo punto interior a C y sobre los puntos de C. De acuerdo con la Seccion 32, 


f(z)dz = 
c 


b f[_z(i)-]z\t)dt, 

a 


Cl] 
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valida tambien, claro esta, cuando C es cualquier contorno, no necesariamente 
simple y cerrado, y /[z(f)] es solo continua a trozos sobre el. 

Recordamos a continuation un resultado de Calculo avanzado que nos per- 
mite expresar las integrales de linea en la derecha de la Ecuacion [3] como 
integrates dobles. Concretamente, si dos funciones reales P(x, y) y Q(x, y), junto 
con sus derivadas parciales de primer orden, son continuas en la region cerrada 
R que forman los puntos interiores a C y los puntos de C, el teorema de Green 
asegura que* 



Pdx + Qdy = 



(Q x ~ P y )dxdy. 


Pues bien, como / es continua en R, por ser analitica, las funciones uy v son 
tambien continuas en R. Analogamente, si la derivada /' de / es continua sobre 
R, lo son, asimismo, las primeras derivadas parciales de u y v. El teorema de 
Green nos capacita para reescribir la Ecuacion [3] como 

| /(z) dz =|| - u y )dxdy + i JJ (u x - v y )dxdy. [4] 

Pero, a la vista de las ecuaciones de Cauchy-Riemann: 

u x = Vy, u y = -v x , 

los, integrandos de estas dos integrates dobles son cero en R. Asi pues, cuando f 
es analitica en R y f es continua alii. 


y si /(z) = u(x, y) + iv(x, >>) y z{t) = x(t) + iy(t), el integrando de la derecha 
en la expresion [1] es el producto de las funciones 


f(z)dz = 0. [5] 


u\_x(t), y(tj\ + te[x(t), y(tj], x'(t) + iy'(t) 


de la variable real t. Asi pues, 


/(z) dz = f (ux' — vy')dt + 
c Ja 


'b 

(vx 1 + uy’)dt. 

a 


[ 2 ] 


En terminos de integrates de linea de funciones reales de dos variables reales, se 
tiene que 


1 


f(z)dz = 


udx — vdy + i vdx + udy. 
Jc Jc 


[3] 


Este resultado fue obtenido por Cauchy en la primera mitad del siglo xix. 

Notese que una vez establecido que el valor de esa integral es cero, la 
orientation de C es irrelevante. Esto es, [5] es valida tambien si C se toma en 
sentido negativo (el de giro de las agujas del reloj), ya que 

* I* 

f(z) dz = - f(z) dz = 0. 

, C i c 

Goursat** fue el primero en demostrar que la condicidn de continuidad sobre 
f se puede omitir. Tal omision es importante y nos permitira probar, por ejem- 
plo, que la derivada /' de una funcion analitica / es analitica, sin tener que 
suponer la continuidad de/', que se sigue como consecuencia. Ahora enunciamos 


Notese que [3] puede obtenerse formalmente sustituyendo /(z) por u + iv y dz 

por dx + idy en la izquierda y desarrollando el producto. La expresion [31 es * V6ase > P° r ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3.* ed., p. 457, 1983. 

r J ** E. Goursat (1858-1936). 
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la version modificada del teorema de Cauchy, conocida como teorema de Caucfty- 
Goursat. 

Teorema. Si una funcion f es analitica en todos los puntos interiores a un 
contorno cerrado simple y sobre los puntos de C, entonces 

f(z)dz = 0. 

Jc 

La demostracion se presenta en las dos proximas secciones donde, para fijar 
ideas, supondremos que C esta orientado positivamente. El lector que quiera 
aceptar este teorema sin demostracion puede pasar directamente a la Section 38. 


36. UN LEMA PRELIMINAR 

Comenzaremos formando subconjuntos de la region R que constan de los puntos 
de un contorno cerrado simple C positivamente orientado, junto con los puntos 
interiores a C. Para ello, trazamos rectas uniformemente espaciadas paralelas a 
los ejes real e imaginario, tales que la distancia entre rectas verticales sea igual 
que entre horizontales. Asi formamos un numero frnito de subregiones cuadradas 
cerradas de modo que cada punto de R este en al menos una subregion de esas y 
cada subregion contiene puntos de R. 

Nos referiremos a esas subregiones cuadradas sencillamente como cuadrados, 
teniendo siempre en cuenta que por un cuadrado queremos decir un contorno 
junto a los puntos interiores a el. Si un cuadrado particular contiene puntos que 
no estan en R, suprimimos esos puntos y llamamos a lo que queda un cuadrado 
parcial. De este modo, recubrimos la region R con un numero frnito de cuadrados 
y cuadrados parciales (Fig. 34), y nuestra demostracion del proximo lema se 
inicia con este recubrimiento. 

Lema. Sea f analitica en una region cerrada R constituida por los puntos 
interiores a un contorno cerrado simple positivamente orientado C junto con los 
puntos del propio C. Para todo numero positivo e, la region R puede ser 
recubierta con un numero finito de cuadrados y cuadrados parciales, indicados 
por j = 1, 2, ..., n, tales que en cada uno de ellos hay un punto fijo Zj para el 
cual la desigualdad 


m - m 




< E 


(z # Zj) 


[ 1 ] 


se satisface para todos los demas puntos de ese cuadrado o cuadrado parcial. 


Para empezar la demostracion, consideremos la posibilidad de que en el 
recubrimiento construido justo antes del lema exista algun cuadrado o cuadrado 
parcial en el que no exista un tal punto z -. Si esa subregion es un cuadrado, cons- 


truimos cuatro cuadrados mas pequeiios uniendo los puntos medios de sus lados 
onuestos (Fig 34). Si la subregion es un cuadrado parcial, hacemos lo mismo y 
descartamos^las portiones que queden fuera de R. Si en alguna deltas subre¬ 
giones menores no existe un punto z, que haga valida la desigualdad [ ] para 
£dos los demas puntos de ella distintos del z, construimos cuadrados todavia 


•viac tv*nnefios. etc. 



Haciendo esto con cada una de las subregiones originates que lo requiem 
encontraremos tras un numero frnito de pasos que podemos recubnr la region R 
con una coleccion de cuadrados y cuadrados parciales en los que el lema es 

aer Supongamos, por otro lado, que los deseados puntos z, no existen tras 
subdivide una de las subregiones dadas un numero frnito de veces Sea <r 0 e 
subregion, si es un cuadrado, y sea a 0 el cuadrado complete del ^ ue °™ a P ar ^ 
en caso de que se trate de un cuadrado parcial. Tras subdivide <r 0 , al menos uno 
de los cuatro cuadrados nuevos, denotemoslo por <x lt debe contener puntos de 
R pero no un apropiado Zj. Entonces subdividimos a, y continuamos de esta 
manera. Puede suceder que tras la subdivision de un cuadrado (k - A ■■■), 
sea posible elegir mas de uno de los subcuadrados. Para especificar una e eccion 
tomamos como <x k el que este mas abajo, y si hay vanos en pie de igualdad, el 

que este mas a la izquierda. ., . . 

Dada la forma en que se ha construido la sucesion mtinita 


0O> a l’ ° k ~ !’ 


[ 2 ] 


de cuadrados encajados, es facil probar (Ej. 11, Sec. 38) que hay un punto z 0 
comun a todos los ademas, cada uno de estos cuadrados contiene puntos 
de R aparte del z 0 . Recuerdese que los tamanos de los cuadrados de la sucesio 
eran decrecientes y notese que cualquier S entorno | z — z 0 1 < ® z o COI | ien 

tales cuadrados cuando sus diagonales miden menos que .00 en orn 
\z - z 0 \ < 6 contiene, por tanto, puntos de R distintos de z 0 , y eso sigmfica 
que z 0 es un punto de acumulacion de R. Como R es cerrada, se sigue que z 0 

es un punto de R. (Vease Sec. 8.) • t 

La funcion / es analitica en R y en particular en z 0 . En consecuencia, 
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/'(z 0 ). De acuerdo con la definition de derivada (Sec. 15), para cada e positivo 
existe un <5 entomo |z — z 0 \ < 3 tal que la desigualdad 


m - nz 0 ) 


Z - Z n 


o) 


< E 


se satisface para todos los puntos de ese entomo distintos de z 0 . Pero el entomo 
\z — z 0 \ < S contiene un cuadrado a K cuando el entero K es lo bastante grande 
como para que la diagonal de ese cuadrado mida menos que 3 (Fig. 35). Asi pues, 
z 0 sirve como punto Zj en [1] para la subregion constituida por el cuadrado a K 
o una parte de a K . En contra de la manera en que se elaboro la sucesion [2], 
por tanto, no es necesario subdividir a K . Llegamos asi a una contradiccion, y la 
demostracion del lema queda terminada. 



37. 


DEMOSTRACION DEL TEOREMA 
DE CAUCHY-GOURSAT 


Sigamos con una funcion / analitica en una region R constituida por un contomo 
cerrado simple C positivamente orientado y los puntos interiores a el. Ahora 
estamos en condiciones de demostrar que 


Dado un numero e positivo arbitrario, consideremos el recubrimiento de R 
del lema de la Section 36. Definamos sobre el y-esimo cuadrado o cuadrado 
parcial la siguiente funcion, donde Zj es el punto de esa subregion que aparecia en 
el enunciado del lema: 


3/z) = 


r f(z) - f(Zj) 

z — z, 


f'{zj) si z / Zj, 

si z = Zj. 


C2] 




Por la desigualdad [1] del lema, 


l<5/z)| < E 


[3] 


en todos los puntos z de la subregion sobre la que <5/z) esta definida. Asimismo, 
la funcion 3 ; (z) es continua en la subregion, ya que/(z) lo es y 

lim 3j(z) = f'{Zj) - f'(zj) = 0. 

Z->Zj 

A continuation, sean Cj (j = 1, 2, ..., n) los contornos orientados positiva¬ 
mente de los cuadrados (o cuadrados parciales) anteriores que recubren R. A la 
vista de la definition [2], el valor de/en un punto z sobre cualquier C } particular 
se puede escribir 

f(z) = f(Zj) - Zjf'(z j )z + (z - z } )3j(z); 

y eso significa que 

J f(z)dz = [/(z,) - Zjf'iZj)-] £ dz + f'(Zj) J c zdz + j c (z - Zj)3j(z)dz. [4] 


Pero 


j" tfe = 0 y j zdz = 0 


ya que las funtiones 1 y z admiten primitivas en todo el piano complejo. De 
modo que la Ecuacion [4] se reduce a 


f f(z)dz = f (z - Zj)3j(z) dz (j = 1, 2, ..., n). 
Jc, Jc, 


[5] 


La suma de las n integrales de la izquierda en las ecuaciones [5] se puede 
escribir 


• 

f(z)dz = 0. 

[1] 

n r 

{% 

Jc 


Z /( z ) dz = 

J=1 Jcj J 

f{z) dz 
c 


ya que las dos integrales a lo largo del contorno comun a cualquier par de 
subregiones adyacentes se cancelan entre si, porque estan orientadas en sentidos 
opuestos en cada una de ellas (Fig. 36). Solo sobreviven las integrales a lo largo 
de los arcos que forman parte de C. Luego, debido a las ecuaciones [5], 


f /(z) dz = £ f (z - Zj)3/z)dz; 
Jc J=l Jcj 
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y, por tanto, 


/* 

f(z) dz 
Jc 


^ E 

j =i 


( (z - Zj)5j(z)dz 

JCj 


[ 6 ] 


. US 7° S fT la P r , op ' edad CU Section 32, para hallar una cota superior a 
cada valor absolute de la derecha en la desigualdad [6], A tal efecto, recorclemos 

madraH qU F ****, Cj - co, ” clde entera ° parcialmente con el contorno de un 
cuadrado. En cualquiera de los dos casos, sea Sj la longitud de un lado del 

cuadrado. Como en lay-esima integral, tanto la variable z como el punto z estan 
en ese cuadrado, F J ldn 

|z - zj | ^ ^2sj. 

Entonces, por la desigualdad [3] sabemos que cada integrando de la derecha 
en [6] cumple la condition 

I (z — z j)$j(z) I < y/2sjs. [- 7 -] 

En cuanto a la longitud del camino C,, es 4sj si C, es el contorno de un cuadrado. 
En ese caso, sea Aj el area del cuadrado, y observemos que 


* 

* ^j 


(z - Zj)dj(z) dz 


sflsfiAsj = 4^/lAje. 


[ 8 ] 


Si Cj es el contorno de un cuadrado partial, su longitud no excede de 4s- + L 
donde Lj es la longitud de aquella parte de C, que es al mismo tiempo parte de C. 
e nuevo, denotando por Aj el area del cuadrado completo, encontramos que 


/• 

Jc 


(z - Zj)Sj(z) dz 


y/2SjB(4Sj + Lj) < 4^2Aje + j2SL f , 


[9] 


donde S es la longitud de un lado de algiin cuadrado que encierra todo el con¬ 
torno C asi como a todos los cuadrados del recubrimiento original R (Fig 36) 
Notese que la suma de todos los Aj no supera a S 2 . 
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Si L denota la longitud de C, se desprende ahora de las desigualdades [6], 
[8] y [9] que 


1 


/(z) dz 


(4 v /25' 2 + ^2SL)e. 


Como el valor de e es arbitrario, podemos escogerlo de manera que el lado 
derecho de esta ultima desigualdad sea tan pequeiio como queramos. El lado 
izquierdo, que es independiente de e, ha de ser, por consiguiente, igual a cero, y 
la afirmacion [1] queda probada. Esto completa la demostracion del teorema de 
Cauchy-Goursat. 


38. DOMINIOS SIMPLEMENTE CONEXOS 
Y MULTIPLEMENTE CONEXOS 

Un dominio simplemente conexo D es un dominio tal que todo contorno cerrado 
simple dentro de el encierra solo puntos de D. El conjunto de puntos interior a 
un contorno cerrado simple es un ejemplo. El dominio anular entre dos circulos 
concentricos no es, por el contrario, simplemente conexo. Un dominio que no es 
simplemente conexo se llamara multiplemente conexo. 

El teorema de Cauchy-Goursat admite la siguiente extension relativa a domi- 
nios simplemente conexos. 

Teorema 1. Si una funcion f es analitica en un dominio simplemente conexo 
D, entonces 


1 


/(z) dz = 0 


[ 1 ] 


para todo contorno cerrado C contenido en D. 


La demostracion es sencilla si C es un contorno cerrado simple o si es un 
contorno cerrado que se intersecta a si mismo un numero finito de veces. En 
efecto, si C es simple y esta contenido en D, la funcion / es analitica en todo 
punto interior a C y en todo punto de C; y el teorema de Cauchy-Goursat 
asegura la validez de [1]. Ademas, si C es cerrado pero intersecta consigo mismo 
un numero finito de veces, consta de un numero finito de contornos cerrados 
simples, como ilustra la Figura 37. Aplicando el teorema de Cauchy-Goursat a 
cada uno de esos contornos cerrados simples, obtenemos el resultado deseado 
para C. Las sutilezas aparecen cuando el contorno tiene infinitas autointerseccio- 
nes. El Ejercicio 13 ilustra un metodo que resulta eficaz con frecuencia para 
probar que el teorema es todavia aplicable*. 


* Una demostracion del teorema sobre caminos mas generates de longitud finita puede verse, por 
ejemplo, en las Secciones 63-65 del Volumen I del libro de Markushevich, citado en el Apendice 1. 
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Corolario 1. Una funcion f que es analitica sobre un dominio simplemente 

conexo D tiene primitiva en D. 

Este corolario es consecuencia inmediata del Teorema 1, a causa del teorema 
de la Section 34, que asegura que una funcion / siempre admite primitiva en un 
dominio dado cuando la Ecuacion [1] se satisface para todo contorno cerrado C 
en ese dominio. Notese que, al ser el piano complejo simplemente conexo, el 
Corolario 1 nos dice que las funciones enteras siempre admiten primitiva. 

El teorema de Cauchy-Goursat se puede, asimismo, extender de modo que 
admita integrales a lo largo del contorno de un dominio multiplemente conexo. 

Teorema 2. Supongamos que 

a) C es un contorno cerrado simple, con orientacion positiva; 

b) C k (k = 1, 2,.... n) denota un numero finito de contornos cerrados simples, 
orientados positivamente, interiores a C y cuyos interiores no tienen puntos 
en comun (Fig. 38). 



Figure 38 


Si una funcion f es analitica en la region cerrada formada por los puntos 
interiores a C o del propio C, excepto los puntos interiores a cada C k , entonces 


I 


f(z) dz 


+ I 

k= 1 


f{z)dz = 0. 


c t 


C2] 


Para probarlo, introducimos un camino poligonal Lj, formado por un nume¬ 
ro finito de segmentos rectos unidos entre si, que conecte el contorno exterior C 
con el contorno interior C v Introducimos otro contorno poligonal L 2 que una 
Cj con C 2 ; y continuamos asi, con L„ +1 conectando C„ con C. Como se ha 
indicado mediante las flechas de media punta en la Figura 38, se pueden formar 
dos contornos cerrados simples Tj y T 2 , consistente cada uno en caminos poli- 
gonales L k o L_ k y fragmentos de C y de C k , y orientados de manera que los 
puntos encerrados por ellos queden a la izquierda. Ahora podemos aplicar a/el 
teorema de Cauchy-Goursat sobre Tj y r 2 , y la suma de las integrales sobre esos 
contornos resulta ser cero. Como las integrales en direcciones opuestas a lo largo 
de cada L k se cancelan, solo quedan las integrales a lo largo de C y de C k y se 
concluye [2], 

La Ecuacion [2] se reformula a veces de la manera mas compacta que abajo 
se indica. Sea R la region cerrada formada por los puntos interiores a C o del 
propio C, excepto los puntos interiores a cada C k ; y sea B el contorno completo 
orientado de R, que consta de C y de todos los C k , recorridos en un sentido tal 
que los puntos interiores de R queden a la izquierda de B. La Ecuacion [2] se 
reescribe 


f(z)dz = 0. [3] 

B 


Ejemplo. Hagamos notar que 


J fl zV + 9) -° 

cuando B consta del circulo \z\ = 2, con orientacion positiva, junto con el circulo 
|z| = 1, descrito en sentido negativo (Fig. 39). El integrando es analitico, excepto 
en los puntos z = 0 y z = ±3 i, todos los cuales caen fuera de la region angular 
con contorno B. 
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El siguiente corolario es una consecuencia particularmente importante del 
Teorema 2. 

Corolario 2. Sean C\ y C 2 contornos cerrados simples positivamente orienta- 
dos, donde C 2 es interior a C\ (Fig. 40). Si una funcion f es analitica en la 
region cerrada que forman esos contornos y los pantos situados entre ellos, 
entonces 


f f(z)dz = f j 

JCi JCi 


f(z) dz. 


Para verificarlo, usamos el Teorema 2 para escribir 


[4] 


f{z)dz + 


Ci 


f(z)dz = 0; 


y observamos que esto no es sino una formulacion alternativa de la Ecuacion [4], 



a) 


r 


e**dz; b) cos Qdz; c) J\z - 


)dz; c) | (z — 2) 3 dz. 

Sol. a) (1 + i)/n; b) e + (1/e); c ) 0. 
3. Hallando una primitiva, probar que 


L 1 


(z - z o y 1 dz = 0 


(n = ±1, ±2, ...) 


cuando C 0 es cualquier contorno cerrado que no pase por el punto z n . rComnarar 
con el Ej. 136), Sec. 33.] 

4 . Aplicar el teorema de Cauchy-Goursat para mostrar que 


1 


f(z)dz - 0 


cuando el contorno C es el circulo |z| = 1, con cualquier orientation, y cuando 

„2 


a) f(z) = 


b) f(z) = ze z \ c) f(z ) = 


1 


z-3* ^ 7V ‘ ;_ z^ + lzT7’ 

d) f(z) = sechz; e) /(/) = tgz; /) f( z ) = Log (z + 2). 

5. Sea B el contorno del dominio entre el circulo |z| = 4 y el cuadrado cuyos lados 
estan en las rectas x = ±l,y= +1. Supuesto B orientado de modo que los puntos 
del dominio queden a la izquierda de B, argumentar por que 


1 


f{z)dz - 0 


para 


El Corolario 2 se conoce como el principio de deformacion de caminos, ya que 
nos dice que si se deforma continuamente en C 2 pasando siempre por puntos 
en los que / es analitica, el valor de la integral de / sobre C, no cambia. 


EJERCICIOS 

1. Probar, con ayuda de una primitiva, que para todo contorno C que vaya de un 
punto z l a un punto z 2 , 


«) f(z) 


1 

3z 2 + 1’ 


b) 


f{z) = 


z + 2 
sen (z/2) ’ 




Segun el Ejercicio 13, Section 33, la integral de l/(z - z 0 ) a lo largo de un circulo 
/ Z °i_7 R positlvamente orientado siempre tiene valor 2ni, y la integral de 

~ z 0 Y (n = +1, ±2, ...) a lo largo del mismo circulo tiene valor cero. Usar 
esos resultados y el Corolario 2 de la Section 38 para demostrar que 




2 


iY~'dz = 0 


(« = ± 1 , ± 2 , ...) 


z" dz = 


1 


n + 1 


(z" 2 +1 - zT 1 ) 


(n = 0, 1, 2, ...)• 


cuando C es el contorno del rectangulo 0 S r g 3, 05y<2, recorrido en sentido 
positivo. ~ 


7 ' a ) Usando la rama 

2. Calcular estas integrates, donde el camino es un contorno arbitrario entre los limites 
de integration: 
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de la funcion logaritmo como primitiva para 1/z, probar que 

21 dz 

— = — ni 

- 2i * 

cuando el camino de integracion desde —2 i hasta 2 i es la mitad izquierda del 
circulo |z| = 2. 

b) Explicar como se desprende de los resultados de la parte a) y del Ejemplo 3, 
Seccion 34, que 



cuando C es el circulo completo \z\ = 2 orientado positivamente. [Comparar 
con el Ej. 13a), Secc. 33.] 


8. Probar que 



1 + e~ % 
2 


(1 


- 0 , 


donde z‘ denota la rama principal 


o derecha del primer intervalo a 0 g x < b 0 , y el intervalo a 2 ^ x ^ b 2 es entonces 
una de las dos mitades de a, <: x g b t , etc. Probar que existe un punto x 0 que 
pertenece a todos y cada uno de los intervalos cerrados a„ ^ x ^ b„. 

Sugerencia: Los puntos extremos de la izquierda a n constituyen una sucesion 
acotada no decreciente de numeros, porque a 0 g a„ g a„ +1 < b 0 , luego tiene li- 
mite A al tender n a infinito. Probar que tambien los puntos finales b„ tienen un 
limite B. Y a continuation demostrar que A = B, y hacer x 0 = A = B. 

11. Cuadrados encajados. Un cuadrado a 0 : a 0 g x g b 0 , c 0 g >’ g d 0 se divide en 
cuatro cuadrados iguales mediante segmentos rectos paralelos a los ejes coordena- 
dos. Se escoge uno de estos cuatro cuadrados mas pequenos a 2 ^ x ^ b lt 
c, ^ y ^ d t de acuerdo con algun criterio. Este, a su vez, se divide de nuevo en 
cuatro, uno de los cuales, llamemosle a 2 , se selecciona, etc. (vease Seccion 36). De¬ 
mostrar que existe un punto (x 0 , y 0 ) que pertenece a cada una de las regiones 
cerradas de la sucesion infinita a 0 ,a ,, a 2 ,... 

Sugerencia: Aplicar el Ejercicio 10 a cada una de las sucesiones de intervalos 
cerrados a n S x ^ b n y c„ ^ y ^ d n (n = 0, 1, 2, ...). 

12. Probar que si C es un contomo cerrado simple positivamente orientado, el area de 
la region limitada por C se puede expresar 



z‘ = exp(/ Logz) (|z| > 0, — n < Argz < n) 

y donde el camino de integracion es cualquier contomo desde z = — 1 hasta z = 1 
que, salvo sus puntos terminates, esta por encima del eje real. 

Sugerencia: Usar una primitiva de la rama 


Sugerencia: Notese que se puede usar aqui [4] de la Seccion 35, a pesar de que 
la funcion f(z) = z no es analitica. 

13. a) Aceptemos el hecho de que el camino C, desde el origen hasta el punto z = 1 
a lo largo de la grafica (Fig. 41) de la funcion 


z' = exp ((' log z) 



> 0 , 


n 

-- < argz < 



y(jc) = x 3 sen 



(0 < x ^ 1), 


9. 


10 . 


de la misma funcion potencia. 

Sea C el contorno completo orientado positivamente del semidisco 0 g r ^ 1, 
0 ^ 0 ^ n, y sea / una funcion continua definida en ese semidisco poniendo /(0) = 0 
y usando la rama 

/(z) = Jre'°H (r > 0, < 0 < ^ 

de la funcion multivaluada z 1/2 . Demostrar que 

J /(z) dz = 0 

calculando por separado las integrales de /(z) sobre el semicirculo y sobre los dos 
radios que constituyen C. iPor que no se aplica aqui el teorema de Cauchy-Goursat? 

Intervalos encajados. Se forma una sucesion infinita de intervalos cerrados a x %x-£b„ 
(n = 0, 1, 2, ...) del siguiente modo. El intervalo a t ^ x ^ 6, es la mitad izquierda 


donde y(0) = y'(0) = 0, es un arco suave. Sea C el contomo cerrado formado 
por C 1 seguido del segmento recto C 2 de regreso al origen por el eje real. 
Comprobar que C se intersecta a si mismo en los puntos z = l/n (n = 2, 3,...). 



b) Sea / una funcion entera, y sea C 3 un arco suave desde el origen hasta el punto 
z = 1, sin autointersecciones y que solo tiene en comun con los arcos C, y C 2 
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de la parte a) los puntos terminates. Aplicar el teorema de Cauchy-Goursat 
(Sec. 35) para probar que 

f /(z) dz = [ f(z) dz y f /(z) dz = - f /(z) dz. 

Jci JC$ JC 2 JCi 

c) Concluir de b) que 

j mdz = o, 

incluso cuando el contorno cerrado C, descrito en la parte a), tiene infinitas 
autointersecciones. 


39. LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY 


Vamos a enunciar otro resultado fundamental. 


Teorema. Sea f analitica en el interior y en los puntos de un contorno cerrado 
simple C, orientado positivamente. Si z 0 es un punto interior a C, entonces 


f( z o) = 


J_ f f(z)dz 
2ni Jc z - z 0 ' 



[ 1 ] 


La formula [1] se llama la formula integral de Cauchy. Afirma que si una 
funcion/ha de ser analitica en el interior de y sobre los puntos de un contorno 
cerrado simple C, los valores de/interiores a C estan completamente determina- 
dos por los valores deXsoJbre C, 

Cuando se expresa la formula integral de Cauchy como 

f mdz_ = [2] 

J C Z ~ Z 0 

cabe utilizarla para calcular ciertas integrates a lo largo de contornos cerrados 
simples. 


Ejemplo. Sea C el circulo positivamente orientado \z\ = 2. Como la funcion 
f(z) = z/(9 — z 2 ) es analitica en el interior y sobre C, y ya que el punto z 0 = — i 
es interior a C, la formula [2] nos dice que 


z dz 

c (9 - z 2 )(z + 0 


* z/(9 - z 2 ) 

Jc Z - (-0 



71 

5' 


Nuestra demostracion del teorema comienza por el hecho (Sec. 14) de que al 
ser / continua en z 0 , a cada e, por pequeno que sea, le corresponde un S 
tal que 


Escojamos ahora un numero positivo p menor que <5 y tan pequeno que el circulo 
positivamente orientado |z — z 0 | = p, denotado C 0 en la Figura 42, sea interior 
a C. Entonces 

I f{z) ~ f(z o)l < « siempre que Iz - z 0 | = p. [ 3 ] 

Esta afirmacion juega un papel importante en lo que sigue. 



Puesto que la funcion /(z)/(z — z 0 ) es analitica en la region cerrada formada 
por C, C 0 , y los puntos entre ellos, sabemos por el Corolario 2 de la Seccion 38, 

que 


I 


/(z) dz 

C z — z 0 


/(z) dz 


Co 


Lo que nos permite escribir 
/(z) dz 


1 


f( z o) 


dz 


Co 


■o JCo 


m - f ( z 0 ) 


dz. 


[4] 


Ahora bien [vease Ej. 13a), Sec. 33], 


J C 0 z ~ z O 

y, por tanto, la Ecuacion [4] se convierte en 

f mdz 

- -27T7/(Z 0 ) = 

Jc z — z 0 

Refiriendo ahora a [3] y observando que la longitud de C 0 es 2np, podemos 
aplicar la propiedad [7], Seccion 32, de las integrates: 


f(z) - f(z 0 ) 


Z - Zn 


dz. 


[5] 


J Co 


m - f( z o) 

Z Zn 


dz 


< — 2np = 2ne. 
P 


|/(z) — /(z 0 ) I < e. siempre que |z — z 0 l < ^ 


www.elsolucionario.net 




138 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES 


INTEGRALES 


139 


En vista de la Ecuacion [5], pues, 


" /(*) dz 

C 2 ~ z 0 


- 2nif(z 0 ) 


< 27ie. 


Como el lado izquierdo de esta desigualdad es una constante no negativa menor 
que un numero positivo arbitrariamente pequeno, debe ser cero. En consecuen- 
cia, la Ecuacion [2] es valida y el teorema queda demostrado. 


40. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ANALITICAS 


Ya estamos preparados para probar aue si una fu ncion es a nalitica e n un punto . 
admite derivadas de t odos los ordenes en ese punto, y todas ellas son analiticas 
en eL, 

Comenzamos suponiendo que / es analitica en el interior y sobre los puntos 
de un contomo cerrado simple C. Sea z un punto interior a C. Denotando por s 
los puntos de C y usando la formula integral de Cauchy 


m = 


i 

2 ni 


' f(s) ds 

C S - z 


[ 1 ] 


probaremos que la derivada de / en z existe y admite la representation integral 


/'(*) 


„_1_ f f(s)ds 
2ni Jc (s - z) 2 ‘ 


[ 2 ] 


La expresion [2] se puede obtener formalmente derivando el integrando en [1] 
con respecto a z. 

Para verificar [2], observemos que, de acuerdo con la formula [1], 


f(z + Az) - f(z) 
A z 



—Yf* 

s — z J Az 


1 

2ni 


f( s ) ds 

c (s - z - Az)(5 - z) 


cuando 0 < |Az| < d, donde d es la distancia mas corta desde z hasta los pun¬ 
tos s de C. Ahora usamos el hecho de que / es continua sobre C para ver que el 
valor de la ultima integral tiende al valor de la integral 


f mds 
Jc (S - zf 


L\i 


_(s — z — AzX-f — z) (s 
de estas dos integrales en la forma 

f(s) ds 




f(s)ds 


A Z 


1, 


c (s - z - Az)(s - z) 2 ‘ 


A continuacion, denotemos por M el valor maximo de |/(5 , )| sobre C, y sea L la 
longitud de C. Tras observar que \s - z\ ^ d y 

\s — z — Az| ^ ||i — z| — |Az|| ^ d — |Az|, 
llegamos facilmente a la desigualdad 


Az 


f(s) ds 


\Az\ML 


jc (s z Az)(i - z) 2 I = (d - |A z\)<P 

donde la ultima fraccion tiende a cero cuando Az tiende a cero. En consecuencia, 

f(s)ds _ 


„ f(z + Az) - /(z) 1 

lim -Az- = 2 ni 


Az-*0 


C (-5 - z) 2 


y [2] queda asi probada. 

Si aplicamos la misma tecnica a la expresion [2], encontramos que 

r'M = 1 f f(s)ds 

ni Jc (5 - z) 3 ’ 

Mas precisamente, si 0 < |Az| < d, 
f\z + Az) - /'(z) 1 


[3] 


Az 


. — f 

2 ni Jc 

= _L f ~ 

2 ni J c (s - z - 


_1 ~\f(s)ds = 

[_(s — z — Az) 2 (s — z) 2 J Az 

2(5 — z) — Az 


Az) 2 (5 — z) : 


-f(s)ds; 


y, de nuevo a causa de la continuidad de / sobre C, se puede ver que el valor de 
la integral 


mds = 


/* 

2(5 — z) — Az 

2 

Jc 

(5 — Z — Az) 2 (5 — z) 2 

(5 - z) 3 _ 


. (s 


3(5 - z) Az - 2(Az) 2 
, - 


cuando Az tiende a cero. Para ello, escribamos primero la diferencia 


tiende a cero cuando Az tiende a cero. (Vease Ej. 7, Sec. 41.) 
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La expresion [3] establece la existencia de la segunda derivada de la funcion / 
en todo punto z interior a C. De hecho, ensena que si una funcion/es analitica 
en un punto, su derivada /' es tambien analitica en ese punto. Porque si / es 
analitica en el punto z, debe existir un circulo en torno de z tal que / es analitica 
dentro de y sobre el circulo. Asi que, a la vista de [3 ],/"(z) existe en todo punto 
interior al circulo, y la derivada /' es, por tanto, analitica en z. Cabe aplicar el 
mismo argumento a la funcion analitica /' para conrluir que /" es analitica, etc. 
Hemos llegado asi al siguiente resultado fundamental. 

Teorema. Si una funcion f es analitica en un punto, sus derivadas de todos los 
ordenes son tambien funciones analiticas en ese punto. 

En particular, cuando una funcion 

/(z) = u(x, y ) + iv(x, y ) 

es analitica en un punto z = (*, y), la analiticidad de/' garantiza la continuidad 
de /' alii. Entonces, como 

f'(z) = u x (x, y) 4- ivfx, y) = v y (x, y) - iu y (x, y), 

podemos concluir que las derivadas parciales de primer orden de u y de v son 
continuas en ese punto. Mas aun, ya que /" es analitica y continua en z, y 
ya que 

/"(z) = u xx {x, y) + iv xx (x, y) = v y Jx, y) - iu yx (x, y). 


contorno orientado de un dominio multiplemente conexo, descrito en el Teorema 2 
de la Section 38. Esto puede hacerse cuando z es un punto del dominio y / es 
analitica en la region constituida por el dominio y su frontera. El metodo se 
ilustra en el Capitulo 5 (Sec. 47), donde es necesaria una tal extension de la 
formula integral de Cauchy de contorno. 

Escrita en la forma 

donde z 0 es un punto prefijado interior a C, la expresion [4] es una extension 
de la formula integral de Cauchy en la notation de la Section 39, donde la 
formula fue deducida. Asi nos encontramos con una formula util, a saber, 




para el calculo de ciertas integrales. Ya ha quedado ilustrado, para n = 0, en la 
Section 39. 

Ejemplo. Sea z 0 cualquier punto interior a un contorno cerrado simple C 
orientado positivamente. Cuando /(z) = 1, la formula [6] ensena que 

. r , \ 


’ Ini. 

Jc 2 — z o 


c (2 - Zo) 


— T = 0 (n — 1, 2, ...) 


etc., llegamos a un corolario que fue anticipado en la Section 21, al introducir 1 (Comparar con el Ej. 13, Sec. 33.) 

las funciones armonicas. i 


Corolario. Si una funcion f{z) = u(x, y) + iv(x, y) es analitica en un punto 
z = x + iy, sus funciones componentes u y v tienen derivadas parciales conti¬ 
nuas de todo orden en ese punto. 

Si convenimos en denotar /(z) por / (0) (z), y en que 0! = 1, por induction 
matematica se puede verificar esta notable formula: 


r n \z) 


_ n\ 

2ni J c 


f(s) ds 
(s - z) n + 1 


(« = 0 , 1 , 2 , ...) 


41. EL TEOREMA DE MORERA 

Sea D un dominio, quizas no simplemente conexo, y sea / una funcion continua 
en D. Supongamos, ademas, que las integrales de / a lo largo de contornos 
cerrados contenidos en D son siempre nulas. De acuerdo con el teorema de la 
Section 34,/ admite una primitiva en D, es decir, existe una funcion analitica F 
tal que F\z) = /(z) en todo punto de D. 

Ahora bien, sabemos por la Section 40 que la derivada de una funcion anali¬ 
tica es tambien analitica; y puesto que / es la derivada de F, se sigue que / es 
analitica en D. Ese es el contenido de un teorema debido a E. Morera (1856-1909). 


Cuando n — 0, no es sino la formula integral de Cauchy [1]; si suponemos que 
la formula [4] es valida para cualquier entero particular no negativo n = m, 
procediendo como hicimos al obtener [2] y [3] podemos demostrar su validez 
para n = m + 1. Dejamos los detalles de tal demostracion como ejercicio. 

La formula [4], y la formula integral de Cauchy en particular, admiten 
extension al caso en el que el contorno cerrado simple C es reemplazado por el 
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Teorema. Si una funcion f es continua en un dominio D y si 

£/(z)dz = 0 [1] 

para todo contorno cerrado C contenido en D, entonces f es analitica en D. 
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En particular, cuando D es simplemente conexo, tenemos para la clase de las 
funciones continuas en D un reciproco del Teorema 1 de la Section 38, que es 
la extension del teorema de Cauchy-Goursat a tales dominios. 


EJERCICIOS 

1. Sea C el contorno del cuadrado cuyos lados estan sobre las rectas x — ±2e y = ±2, 
con C recorrido positivamente. Calcular las siguientes integrales: 


, e~ z dz 

J C Z - (71(72)’ J c 


cos z 
C z(z 2 + 8) 


dz; c) 


d) 


cosh z 


f tg(z/2) , .. 

Jc * ‘~ 2 •= •= 2); e> ' -* 


L 


zdz 

. c 2z + 1 ’ 


dz. 


Sol. a) 2n; b) zri/4; c) —nij2\ d) in sec 2 (x 0 /2); e) 0. 

2. Hallar el valor de la integral de g(z) a lo largo del circulo |z — i| = 2 en sentido 
positivo cuando 


a) g(z) = 


1 


b) g(z) 


1 


z 2 + 4’ (z 2 +4) 2 ' 

Sol. a) it/2; b) it/16. 

3. Sea C el circulo |z| = 3, descrito en sentido positivo. Probar que si 

2z 2 — z — 2 
jc Z - w 


g(w) 


L 


dz 


:iwi * 3), 


entonces g(2) = Sni. iCual es el valor de g(w) cuando | w| > 3? 

4. Sea C un contorno cerrado simple en el piano z descrito en sentido positivo, y sea 


g(w) = 


z 3 + 2z 


C ( z - W) 3 


dz. 


Probar que g(w) = 6iti»v cuando w esta dentro de C, y que g{w) = 0 si w esta fuera 
de C. 

5. Demostrar que si/es analitica en el interior de y sobre un contorno cerrado simple C 
y z 0 no esta sobre C, entonces 


Jc z z o Jc 


/( z ) dz 
( z - z o) 2 ’ 


6. Sea / una funcion tontinua sobre un contorno cerrado simple C. Siguiendo el proce- 
dimiento usado en la Section 40, probar que la funcion 


gU) = 


1 

2ni 


f(s)ds 
c s - z 
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es analitica en todo punto z interior a C, y que 

en tales puntos. 


ds 


7. Dar los detalles de la deduction de la representation integral [3], Section 40 para 

f"(z). 

Sugerencia: En las simplificationes algebraicas, conservar la diferencia s — z 
como un solo termino. Ademas, denotar por D la maxima distancia de z a puntos s 
de C. 

8 . Desarrollar el argumento de induction usado al establecer la representation inte¬ 
gral [4], Section 40, para / <n, (z) (n = 0, 1, 2,...). 

Sugerencia: Usar la formula binomial (Ej. 16, Sec. 2) y la sugerencia del Ejerci- 
cio 7. 

9. Sea C el circulo unidad z = e ,e ( — it ^ 6 ^ it). Probar en primer lugar que, para 
cualquier constante a real, 


L 


dz — 2iti. 


A continuation, escribir la integral en terminos de 8 para dedutir la formula de 
integration 


i: 


cos (a sen 0 ) d6 — it. 


10 . a) Con ayuda de la formula binomial (Ej. 16, Sec. 2), probar que para cada valor 
de n, la funcion 


1 d" , 

PJz) — -(z 2 — 1)" 

; n!2" ' ’ 


(n = 0, 1, 2, ...) 


es un polinomio de grado n*. 

b) Sea C cualquier contorno cerrado simple positivamente orientado que rodea a 
un punto prefijado z. Con ayuda de la representation integral [4], Section 40, 
para la n-esima derivada de una funcion analitica, demostrar que los polinomios 
de la parte a) se pueden expresar en la forma 




(s 2 — 1)" 
(s - z)" +l 


ds 


(n = 0, 1, 2, ...) 


* Estos son los polinomios de Legendre que aparecen en el Ejercicio 5, Section 31, cuando z = x. 
Ver la nota a pie de pagina a ese ejercicio. 
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c) Argumentar como el integrando en la representation de la parte b) se puede 
escribir (s + 1 )"/(s — 1) si z = 1. Aplicar entonces la formula integral de Cauchy 
para probar que P„(\) = 1 (n = 0, 1, 2,...). Analogamente, probar que P„(-1) = 
= (-1)” (« = 0, 1, 2, ...). 

42. MODULOS MAXIMOS DE FUNCIONES 

En esta section deduciremos varios resultados importantes relacionados con los 
valores maximos de los modulos de funciones anallticas. 


De la Ecuacion [2] obtenemos la desigualdad 

l/(z 0 )l g ~ jj/(z 0 + pe m )\d6. [3] 

Por otra parte, como 

|/(z 0 + pe ")| ^ |/(z 0 )| (0^9 ^ 2 n), [4] 

vemos que 


Lema. Sea f(z) analitica en un entorno \z — z 0 | < s de un punto z 0 . Si 
|/(z)| ^ |/(z 0 )| para todo punto z de ese entorno, entonces f{z) tiene valor 
constante /(z 0 ) sobre ese entorno. 



|/(z 0 + pe ie )\d9 


< 


\f(z 0 )\d6 = 27t|/(z 0 )|. 

0 


Para probarlo, supongamos que / satisface las condiciones exigidas. Sea z x 
cualquier punto del entorno distinto del z 0 , y sea p la distancia entre z x yz 0 . Si 
C p denota el circulo \z — z 0 \ = p, positivamente orientado, centrado en z 0 y 
que pasa por z 1 (Fig. 43), la formula integral de Cauchy nos dice que 


Luego 

|/(z 0 )| ^ ^ £V(zo + pe w )\dO. [5] 


/(z o) 


J_ f /(z) dz 
2%i J c, z - Z 0 ’ 


y la representation parametrica 


[ 1 ] 


Es evidente ahora de las desigualdades [3] y [5] que 


l/(z 0 )l = 


1 

2n 


2 * l/(z 0 + pe w )\d9, 
0 


o sea, 


z = z 0 + pe' 9 (0^9^ 2n) 
para C p permite escribir la Ecuacion [1] como 

/(Z°) = ~ | /(Z 0 + pe ie ) de. [2] 



Figura 43 


De [2] vemos que cuando una funcion es analitica dentro y sobre un circulo 
dado, su valor en el centro es la media aritmetica de sus valores sobre el circulo. 
Este resultado se llama a veces el teorema del valor medio de Gauss. 


2 ”[|/(z 0 )l - l/(z 0 + pe ie )\-]dd = 0. 

Jo 

El integrando en esta ultima integral es continuo en la variable 9; y en vista de 
la condition [4], es mayor o igual que cero sobre todo el intervalo 0 ^ 0 ^ 2n. 
Debido a que la integral vale cero, el integrando ha de ser identicamente nulo. 
Esto es, 

|/(z 0 + pe i9 )\ = \f(z 0 )\ m 0 2n). [6] 

Esto demuestra que |/(z)| = |/(z 0 )| para todo punto z del circulo \z — z 0 | = p. 

Finalmente, al ser z 1 un punto arbitrario del entorno punteado 0 < |z — z 0 | < e, 
vemos que la ecuacion /(z) = /(z 0 ) se satisface, en efecto, en todos los puntos z 
que estan sobre cualquier circulo \z — z 0 \ < p, con 0 < p < e. En consecuencia, 
l/(z)| = |/(z 0 )| sobre el entorno |z — z 0 | < e. Pero sabemos, por el Ejercicio 7c), 
Section 21, que cuando el modulo de una funcion analitica es constante en un 
dominio, la propia funcion es constante en el. Luego /(z) = /(z 0 ) en todo punto 
del entorno, y el lema queda demostrado. 

Este lema puede utilizarse para probar el siguiente teorema, conocido como 
principio del modulo maximo. 
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■ 

Teorema. Si una funcion f es analitica y no constante en un dominio dado D, h 

f(z) no tiene valor maximo en D. Es decir, no hay ningun punto z 0 en el dominio 
tal que |/(z)| g |/(z 0 )| P ara toc ^° punto z en el. 

Dado que / satisface las condiciones del enunciado, probaremos el teorema 
suponiendo que /(z) tiene un valor maximo en algun punto z 0 de D y llegado a 
una contradiction. 

Comenzamos observando que, al ser D un abierto conexo (Sec. 8), existe una 
linea poligonal L, formada por un numero finito de segmentos rectos unidos 
entre si, contenida en D, que va desde z 0 hasta cualquier otro punto P en D. 

Sea d la minima distancia de puntos de L a la frontera de D, a menos que D sea 
todo el piano, en cuyo caso d es cualquier numero positivo. Entonces formamos 
una sucesion finita de puntos z 0 , z u z 2 , ..., z„ a lo largo de L, donde el punto z„ 
coincide con P (Fig. 44) y donde cada punto esta lo bastante proximo a los 
adyacentes como para que 1 

| z k - z^J < d (k = 1, 2, ..., n). 

Finalmente, construimos una sucesion finita de entornos N 0 , N u N 2 ,..., N„, donde 
cada N k esta centrado en z k y tiene radio d. Notese que estos entornos estan 
todos contenidos en D, y que el centro z k de cada N k (k = 1, 2, ..., ri) esta en el 
entorno precedente N k - x . 



Como se ha supuesto que |/(z)| tiene un maximo valor en D, que se alcanza 
en z 0 , tiene tambien un maximo valor en N 0 en ese punto. Por tanto, de acuerdo 
con el lema precedente,/(z) tiene el valor constante /(z 0 ) sobre N 0 . En particular, 
/(zi) = /(z 0 ), lo cual significa que |/(z)| ^ |/(z t )| para todo z en N t ; y se puede 
aplicar de nuevo el lema, que esta vez lleva a que 

/(z) = f(z x ) = /(z 0 ) 

cuando z esta en N v Como z 2 esta en N k ,f(z 2 ) = /(z 0 ). Luego |/(z)| g |/(z 2 )| 
cuando z esta en N 2 ; y el lema se aplica otra vez, concluyendo que 

/(z) = /(z 2 ) = /(z 0 ) 

cuando z esta en N 2 . Continuando asi, alcanzaremos eventualmente el entorno 
N„ y llegaremos a establecer que /(z„) = /(z 0 ). 


Puesto que z n coincide con P, que es un punto arbitrario de D distinto de z 0 , 
podemos concluir que /(z) = /(z 0 ) para todo punto z de D. Pero esto contradice 
la hipotesis del teorema de que / no era constante en D. Por lo tanto, nuestra 
suposicion de que /(z) tiene un valor maximo en D no es valida, y el teorema 
queda probado. 

Si una funcion / que es analitica en cada punto del interior de una region 
acotada y cerrada R es ademas continua en R, el modulo |/(z)| tiene un valor 
maximo en algun lugar de R (Sec. 14). Es decir, existe una constante no negati- 
va M tal que |/(z)| ^ Men todo z de R, y la igualdad ocurre al menos en un 
punto. Si / es una funcion constante, entonces |/(z)| = M para todo z en R. 
Sin embargo, si /(z) no es constante, entonces, segun el principio del modulo 
maximo, |/(z)| # M para cualquier punto z en el interior de R. Llegamos asi a 
un importante corolario del principio del modulo maximo. 

Corolario. Sea f una funcion continua en una region acotada cerrada R, y 
analitica y no constante en el interior de R. Entonces, el maximo valor de |/(z)| 
en R que se alcanza siempre, y ocurre en algun lugar de la frontera de R, nunca 
en su interior. 

Ejemplo. Sea R la region rectangular 1. El corolario nos 

dice que el modulo de la funcion entera /(z) = sen z tiene un valor maximo en R 
que ocurre en algun lugar de la frontera, y no en el interior de R. Esto se puede 
comprobar directamente escribiendo (vease Sec. 24) 

|/(z)| = ,/sen 2 x + senh 2 y 

y observando que, en R, sen 2x es maximo cuando x = nil, y que la funcion 
creciente senh 2 y es maxima cuando y = 1. Asi que el valor maximo de /(z) en 
R ocurre en el punto de la frontera z = {n/2) 4- i y solo en el. 

Cuando la funcion / del corolario se expresa como f(x) = u(x, y) + iv(x, y), 
la funcion componente u(x, y) tambien tiene un maximo valor en R que se alcanza 
en la frontera de R y nunca en su interior, donde es armonica. Porque la funcion 
compuesta g(z) = exp [/(z)] es continua en R y analitica y no constante en el 
interior. En consecuencia, su modulo |g(z)| = exp [m(x, y)], que es continuo 
en R, debe alcanzar su valor maximo sobre R en la frontera. Como la funcion 
exponencial es creciente, se sigue que el valor maximo de u(x, y) tambien se 
alcanza en la frontera. 

Las propiedades de los valores minimos de /(z) y u(x, y) se tratan en los 
ejercicios. 

43. EL TEOREMA DE LIOUVILLE Y EL TEOREMA 
FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA 

Cuando / es analitica dentro de y sobre un circulo z — z 0 = R, denotado por C 
y recorrido en sentido positivo, sabemos por la Seccion 40 que 
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n\ ' f(z) dz 
2 ni Jc (z - z o y +1 


(n = 1, 2, ...) 


Lo demostraremos por reduction al absurdo. Supongamos que P(z) no se 
anulase en ningun z. Entonces la funcion 


Ahora bien, el maximo valor de f(z) sobre C depende, en general, del radio de C, 
y si denotamos por M R ese valor maximo, se sigue la desigualdad de Cauchy: 


m = 


P(z) 


i/ (n, (2 0 )i ^ 


n'.M R 

R n 


{n = 1, 2, ...). 


[ 1 ] 


seria entera, y tambien acotada, en el piano complejo. 
Para ver que es acotada, pongamos 


En particular, para n = 1, 


l/WI S [2] 

A partir de aqui es facil demostrar que ninguna funcion entera, salvo las constan- 
tes, puede ser acotada en todo el piano complejo, tal como afirma en forma 
ligeramente diferente este teorema de Liouville. 



Cl i d-y 

—-— _i-£_ 

2 71-1 ~ z n ~ 2 


+ ••• + 


[4] 


asi que P(z) = (a n + w)z n . Observamos que se puede encontrar un numero 
positivo R suficientemente grande como para que el modulo de cada uno de los 
cotientes de [4] sea menor que el numero \a n \j{2n) cuando z > R. La desigualdad 
triangular generalizada, aplicada a n numeros complejos, muestra que | w | < 
< |a„|/2 para tales valores de z. Por consiguiente, cuando \z\ > R, 


Teorema 1. Si f es entera y acotada en todo el piano complejo, f(z) es cons- 
tante en el piano. 


K + m-I ^ || a n 


Ml > 


Para iniciar la demostracion, hagamos notar que, al ser / entera, la desigual¬ 
dad [2] es valida para cualquier election de z 0 y de R. La acotacion de / nos 
dice que existe una constante positiva M tal que |/(z)| g M para todo z; y, 
debido a que la constante M R en [2] es siempre menor o igual que M, se de¬ 
duce que 


l/'(*o)l ^ f ’ [3] 

donde z 0 es cualquier punto fijo del piano y R es arbitrariamente grande. Ahora 
bien, el numero M en [3] es independiente del valor de R escogido. Por tanto, 
la desigualdad puede mantenerse para valores arbitrariamente grandes de R solo 
si/'( z o) = 0. Ya que la election de z 0 fue arbitraria, eso significa que/'(z) = 0 
en todo el piano complejo. Luego / es una funcion constante (Sec. 20). 

El proximo teorema, conocido como el teorema fundamental del algebra, se 
desprende facilmente del de Liouville. 


y esto nos permite escribir 


\m\ = 


i 

rp^ji 


1 2 
\a„ + w\\z\ n < \a n \R n 


(|z| > R\ 


Luego/es acotada en la region exterior al disco |z| iS R. Pero / es continua en 
ese disco cerrado, y eso quiere detir que / alii es acotada tambien. Luego / es 
acotada en todo el piano. 

Se sigue ahora ya del teorema de Liouville que /(z), y por tanto P(z), es 
Constante. Pero P no era constante, de modo que hemos llegado a una contra- 
\ diction*. 

En cursos de algebra elemental, el teorema fundamental se suele enunciar sin 
demostracion. Como consecuencia suya se demuestra, entonces, que un polino- 
mio de grado n (n ^ 1) tiene no mas de n ceros distintos. 


ejercicios 


Teorema 2. Todo polinomio 

P(z) = a 0 + a x z + a 2 z 2 + ••• + a n z n (a n # 0) 


L Sea / continua en una region acotada cerrada R, y analitica y no constante en el 
interior de R. Supuesto que/(z) ^ 0 en todos los puntos de R, probar que |/(z)| tiene 
un valor minimo men R que se alcanza en la frontera de R, nunca en su interior. Usar 


de grado n(n ^ 1) tiene al menos un cero. Esto es, existe al menos un punto z 0 - 

tal que P(z 0 ) = 0. * Para ima demostracion interesante del teorema fundamental via el teorema de Cauchy-Goursat, 

vease R. P. Boas, Jr., Amer. Math. Monthly , Vol. 71, Num. 2, p. 180, 1964. 
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a tal fin el resultado correspondiente para el valor maximo (Sec. 42) de la funcion 
F(2) = l//(2). 

2. Usar la funcion /(z) = z para demostrar que en el Ejercicio 1 la condition /(z) ^ 0 
es necesaria para llegar al resultado del ejercicio. Esto es, probar que |/(z)| puede 
alcanzar su valor minimo en un punto interior cuando ese valor minimo es cero. 

3. Considerar la funcion /(z) = (z + l) 2 y la region triangular cerrada R con vertices 
en los puntos z = 0, z = 2 y z = i. Hallar puntos en R en los que |/(z)| alcance sus 
valores maximo y minimo, ilustrando asi los resultados de la Section 42 y del Ejer- 
titio 1. 

Sugerencia: Interpretar |/(z)| como el cuadrado de la distancia entre z y — 1. 

Sol. z = 2, z = 0. 

4 . Sea /(z) = u(x, y ) + iv(x, y) continua en una region acotada cerrada R, y analitica 
y no constante en el interior de R. Probar que la funcion componente u(x, y) tiene 
en R un valor minimo que se alcanza en la frontera de R y nunca en su interior. 
(Vease Ej. 1.) 

5. Sea /(z) = e z y sea R la region rectangular 0 g x g 1, 0 g y g 7t. Ilustrar los 
resultados de la Section 42 y del Ejercicio 4, hallando puntos de R donde la funcion 
componente u(x, y) = Re [/(z)] alcanza sus valores maximo y minimo. 

Sol. z = 1, z = 1 + ni. 

6. Supongase que /(z) es entera y que la funcion armonica u(x, y) = Re [/(z)] tiene una 
cota superior, es decir, u(x, y) g u 0 en todo punto (x, y) del piano xy. Probar que 
u(x, y) ha de ser constante en el piano. 

Sugerencia: Aplicar el teorema de Liouville (Sec. 43) a la funcion g(z) = exp [/(z)]. 

7. Sea la funcion /(z) = u(x, y) + iv(x, y) continua en una region cerrada y acotada R, 
y supongamos que es analitica y no constante en el interior de R. Probar que la 
funcion componente v(x, y) tiene en R valores maximo y minimo que se alcanzan en 
la frontera de R y jamas en el interior, donde es armonica. 

Sugerencia: Aplicar los resultados de la Section 42 y del Ejercicio 4 a la funcion 
g(z) = -i/(z). 

8. Sea/ una funcion entera tal que |/(z)| g A\z\ para todo z, donde A es un numero 
positivo fijo. Demostrar que/(z) = a t z, donde a t es una constante compleja. 

Sugerencia: Usar la desigualdad de Cauchy (Sec. 43) para probar que la segunda 
derivada/"(z) es cero en todo el piano. Notese que la constante M R en la desigualdad 
de Cauchy es menor o igual que Ai\z 0 \ + R). 



CAPITULO 

CINCO 


SERIES 


; Este capitulo esta dedicado principalmente a las representaciones de funciones 
7 analiticas por series. Presentamos teoremas que garantizan la existencia de tales 
representaciones, y adquirimos cierta destreza en el manejo de series. 

44. CONVERGENCIA DE SUCESIONES Y SERIES 

Una sucesion infmita 

Zj, z 2 , ..., z m ... [1] 

I de numeros complejos tiene limite z si, para cada numero positivo e, existe un 
I, numero positivo rt 0 tal que 

| \z„ — z\ < g si n > n 0 . 

Geometricamente, esto significa que para valores suficientemente grandes de n, 
N los puntos z„ estan a cualquier g entomo dado de z (Fig. 45). Como podemos 
elegir g todo lo pequeno que queramos, se deduce que los puntos z„ se acercan 
•rbitrariamente al z cuando sus subindices crecen. Notese que el valor de n 0 
l necesario dependera, en general, del valor de s. 

■ La sucesion [1] puede tener a lo sumo un limite. Esto es, un limite z es unico, 
si existe (Ej. 6). Cuando existe limite, se dice que la sucesion converge a z, y 
escribimos 


lim z„ . z. 

ft-* 00 

' Si la sucesion no tiene limite, diverge. 

I Teorema 1. Supongamos que z„ = x„ + iy„ (n = 1, 2, ...) y z = x + iy. 

Entonces 


lim z„ = z [2] 

n~* ao 
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Z 3 / 
I 


\ 

£ ' 


si y solo si 


Figure 45 


lim x n = x y lim y n = y. 


[3] 


Para probarlo, supondremos primero que la condition [2] es valida y obten- 
dremos de ella las condiciones [3], Segun [2], para cada numero positivo s existe 
un entero positivo n 0 tal que 

|(x„ - x) + i(y„ - y)\ < £ siempre que n > n 0 . 

Ahora 

- *1 ^ \(x„ - x) + i(y n - y)\ y \y H - y\ £ |(x„ - x) + i(y n - y)\. 
Por tanto, 

|x„ - x| < e y \y„ — y\ < e si n > n 0 ; 

es decir, las condiciones [3] se satisfacen. 

Retiprocamente, si partimos de [3] sabemos que para cada numero positivo £ 
existen enteros positivos n 1 y n 2 tales que 


x\ < - si n > n t 


\y« ~ y I < 2 si n > n 2 . 

Por tanto, si n 0 es el mayor de los dos enteros n l y n 2 , entonces 

E S 

\X„ - X\ < - y \y n - y \ < - Si n > n 0 . 


Pero 


luego 


Ikn ~ x) + i{y„ - y) | g |x„ - x| + \y„ - y\. 


\z„ — z\ < e si n > n 0 . 


La condicion [2] es valida, en consecuencia. 
Una serie infmita 


X Z " — Z 1 + z 2 + "■ + z n + "■ 
n — 1 

de numero complejos converge con suma S si la sucesion 

iv 

5jy = X Z » = Z 1 + Z 2 + ••• + Z N (-W = 1, 2, ...) 

n = 1 

de sumas parciales converge a S; escribimos en tal caso 

(X) 

E = s. 


[4] 


Notese que como una sucesion puede tener a lo sumo un limite, una serie puede 
tener a lo mas una suma. Cuando una serie no converge se dice que es divergente. 

Teorema 2. Supongamos que z„ = x n + iy n (n = 1, 2,...) y S = X + iY. En 
tal caso. 


si y solo si 


E z „ = s 


E = X y E y„= Y. 


[5] 


[ 6 ] 


La demostracion esta basada en el Teorema 1. Sea S N la suma partial de los 
N primeros terminos de la serie en la condicion [5], y observemos que 


S N = X N + iY N 


[ 7 ] 


donde 
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Ahora bien, [5] se cumple si y solo si 


lim S N = S; 

N-+ 00 


y, a la vista de la relation [7] y del Teorema 1, esta condicion es valida si y solo si 

[ 8 ] 


lim X N = X y lim Y N = Y. 

JV-oo N->oo 


Asi [f] implica las [8], y reciprocamente. Como X N e Y N son las sumas 
parciales de las series en [6], el Teorema 2 queda probado. 

Recordando el calculo que el n-esimo termino de una serie convergente de 
numeros reales tiende a cero cuando n tiende a infinito, vemos inmediatamente de 
los reoremas 1 y 2 que lo mismo es cierto para una serie convergente de numeros 
complejos. Esto es, una condicion necesaria para la convergencia de la serie [4] es 


lim z n = 0. 

n-* oo 


[9] 
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Luego, S = S N + p N ; y, ya que \S N — S\ = | p N — 0|, vemos que una serie 
converge a un numero S si y solo si la sucesion de restos tiende a cero. Utilizaremos 
a menudo esta observation al tratar con series de potencias. Son series de la 
forma 


X a *( z 2 o)" — a o + a i( z ~ z o ) + a 2 ( z — z o) 2 + ••• + a n {z — z 0 f + •••> 

donde z 0 y los coeficientes a„ son constantes compleias. v z cualquier punto en 
una regio n prefijada que contenga a z n . En tales series, que mvolucran a una 
variable z, denotaremos las sumas, sumas parciales y restos por S(z), S N (z), y 
p N {z), respectivamente. 


EJERCICIOS 

1. Probar de dos maneras que la sucesion 


Los terminos de una serie convergente de numeros complejos son, por tanto 
acotados. Mas precisamente, existe una constante positiva M tal que |z I < M 
para cada entero positivo n. (Vease Ej. 10.) ~ 

Para otra propiedad importante de las series de numeros complejos, supone- 
mos que la serie [4] es absolutamente convergente. Es decir, si z„ = x„ + iy m la 


CO 00 

E l z »l = X! \/ X n + yl 

»= 1 n= 1 

de numeros reales ^x 2 n + y 2 „ converge. Como 

W ^ yjxl + yl y \y n \ g Jxl + yl, 
sabemos por el criterio de comparacion real que las dos series 


, (- 1 )" 

z„ = -2 + („ = 1 >2 , ...) 

converge a —2. 

; ^ 8ean r„ los modulos y 0„ los argumentos principales de los numeros complejos z„ 
del Ejercicio 1. Demostrar que la sucesion r„ (n = 1, 2,...) converge, pero la sucesion 
©„ (« = 1, 2, ...) no converge. 

3. Probar que 

si lim z„ = z, entonces lim |zj = \z\. 

n-»°o n-*co 

4. Considerando los restos p^z), comprobar que 

°° z 

X ? = - para |z| < 1. 

n — 1 1 — Z 


oo 00 

X W y x lT„l 

n=l „=1 

convergen Ademas, ya que la convergencia absoluta de una serie de numeros 
rea es implica la convergencia de la propia serie, se sigue que existen numeros 
reales X e Y tales que se verifica [6], De acuerdo con el Teorema 2, la serie [4] 
converge, por tanto. Por consiguiente, la convergencia absoluta de una serie de 
numeros complejos implica la convergencia de esa serie. 

Al establecer el hecho de que la suma de una serie es un numero S dado, es 
convemente con frecuencia definir el resto p N tras N terminos: 


Sugerencia: Usar la identidad (Ej. 18, Sec. 7) 

1 — 7 N+l 

l + z + z 2 + ■■■ + Z N = — z (z ^ 1) 


para probar que p N (z) = z N+1 /( 1 - z). 

5 . Escribamos z = re ie , con 0 < r < 1, en la formula de suma obtenida en el Ejerci¬ 
cio 4. Probar entonces, con ayuda del Teorema 2 de la Seccion 44, que 


ao 

X r" cos nd = 


r cos 0 — r 2 
1—2 r cos 6 + r 2 


X 

It = 1 


r" sen nd 


r sen 6 

1 — 2 r cos 6 + r 2 


Pn — S — S N . 


[ 10 ] 
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6. Probar que el limite de una sucesion convergente de numeros complejos es unico, 
recurriendo al correspondiente resultado para las sucesiones reales. 

7. Demostrar que 


00 00 

si V z„ = S, entonces £ z„ = S. 

>i=i »=i 

8. Sea c cualquier numero complejo. Probar que 

00 00 

si y z„ = S, entonces £ cz„ = cS. 

n =1 n=1 

9. Teniendo en cuenta el resultado analogo para series reales, y por referencia al 
Teorema 2 de la Section 44, probar que si 


£ z„ = S y X W„ = T, 

n = 1 n= 1 


donde 




/ (n> ( z o) 

n\ 


(n = 0, 1, 2, ...). 


[ 2 ] 


entonces 


I (z. + w„) = S+T. 

n = 1 

10. Sea una sucesion z„ (n = 1, 2,...) que converge a un numero z. Probar que existe un 
numero positivo M tal que |z„| sS M para todo n. Hacer esto de las dos maneras que 
se indican: 

a) Notar que existe un entero positivo n 0 tal que 

|z.l = |z + (z„ - z )| < |z| + 1 


Esto es, esa serie de potencias converge a f(z) cuando \z— z 0 \ < R 0 . 


Este es el desarrollo de f(z) en serie de Taylor en torno al punto z 0 . Es la 
familiar serie de Taylor del Calculo, adaptada a funciones de una variable 
compleja. Hagamos notar que, con el convenio de que / <0) (z 0 ) = /(z 0 ) y 0! = 1, 
la serie [1] puede escribirse 


VP**' 

^ ljf(A =/(z 0 ) +^ o) 


... \ y\ 

C-' \\-W\ 




Oz-z 0 |</? 0 ). 


[3] 


siempre que n > n 0 . 

b ) Escribir z„ = x„ + iy n y recordar de la teoria de sucesiones reales que la conver- 
gencia de x n e y n (n = 1, 2,...) implica que |x„| g M, e |v„l ^ M 2 (n = 1, 2,...) 
para ciertos numeros positivos M l y M 2 . 


45. SERIES DE TAYLOR 


f Observese ademas que cuando f es entera. el radio R n del disco puede tomarse 
arbitrariamente grande. Ep estas circunstancias, la serie co nverge a f{z\ en todo 
JUnto z dbTplano finito. v la condiclon de validez se convierte en Iz — z»I < oo . 

Demostramos primero el teorema con z 0 = 0; la demostracion para el caso z 0 
arbitrario sera consecuencia inmediata. Para empezar, sea C 0 cualquier circulo 
positivamente orientado |z| = r 0 contenido en el disco |z| < R 0 , pero lo bastante 
grande como para que el punto z sea interior a el (Fig. 47). La formula integral de 
Cauchy se aplica entonces: 


Vamos a enunciar el teorema de Taylor, uno de los resultados mas importantes 
del capitulo. 


Teorema. Sea f una funcion analitica en un disco abierto \z 
centrado en z 0 y (He radio R 0 (Fig. 46). Entonces, ery todo punto 
f(z) admite la representacion en serie dc ^ 


— z 0 \ < R 0 , 
z de ese disco. 




Ahora bien, 


/( Z ) = Z a n( z - z of d z - Z ol < R ol’ [1] 
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m = 


2ni 


f(s)ds 


Co 


s — z 


1 


s — z 



[ 4 ] 
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'0 \\ 


C n // 


Figura 47 


y, por el Ejercicio 18, Section 7 


= 1 + c + c 2 + ... + c*-i + (N = 1, 2, ...) 

cuando c es cualquier numero complejo distinto de la unidad. Por tanto, 

y, en consecuencia, 

1 11 1 2 1 „ 1 

- = - -k ~2 Z + -3- Z 2 + ■■■ + -jT Z N + Z N - - —fr- 

s - z s s 2 s 3 s" (s - z)s" 

A continuation, multiplicamos esta ecuacion por f{s)/{2ni), e integramos cada 
uno de sus miembros a lo largo de C 0 respecto de s. A la vista de [4] y de que 
(Sec. 40) 


J_ f f{s)ds /<">(( 
2ni J Co s" +l n\ 


(n = 0, 1, 2, ...), 


podemos escribir el resultado como sigue: 


m - /<») + ® ^ p ♦ - + p- + pm ra 


(N - 1)! 


donde 


= f f(s)ds 
2ni Jco ( s - z ) s ‘ 


Supongamos que |z| = r. Entonces, si s es un punto de C 0 
— z \ = ll-sl — \z\\ = r 0 — r. 

Asi pues, si M denota el valor maximo de |/(j)| sobre C 0 , 


Mr 0 fr\ N 


r n - r \r, 


Pero (r/r 0 ) < 1 ya que z es interior a C 0 ; luego 


lim p N (z) - 0. 

N~* oo 

Luego vemos de la Ecuacion [5] que 

) + ^z + m zl + ... + o» 2 . + 

t! 2! n\ 


en el disco abierto \z\ < R 0 . Esto es, 
fl n = o n\ 


(\z\ < Ro). 


j Este caso especial deTa~serie fll en que z^_= Q se llama una serie de Maclaurin 
Supongamos ahora que/es como en el enunciado del teorema, donde el disco 
de radio R 0 esta centrado en un punto arbitrario z 0 . Como f es analitica cuando 
|z - z 0 | < R 0 , la funcion compuesta/(z + z 0 ) es analitica cuando |(z + z 0 ) - z 0 | 
< R 0 . Pero esta condicion no es sino |z| < R 0 , y si llamamos g(z) = /(z + z 0 ), la 
analiticidad de g en el disco |z| < R 0 asegura la existencia de una representation 
en serie de Maclaurin: 


Es decir, 


g( z ) = £ z " (| z | < Ro y 

n = 0 n\ 


/<2 + z ° ) = Jb‘^ 2 " 


Finalmente, sustituyendo z por z — z 0 en esta ecuacion y en su condicion de 
validez, llegamos a la deseada representation en serie de Taylor para /(z) en 
tomo al punto z 0 . 


46. EJEMPLOS 

Si se sabe que/es analitica en todos los puntos interiores a un circulo centrado 
en 2 o> queda garantizada la convergencia de la serie de Taylor centrada en z 0 
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hacia el valor /(z) en cada uno de esos puntos z; no es necesario ningun criterio 
de convergencia. En efecto, de acuerdo con el teorema de Taylor, la serie conver¬ 
ge a /(z) dentro del circulo centrado en z 0 cuyo radio es la distancia de z 0 al 
punto Zj mas proximo en el que / deje de ser analitica. En la Section 50 veremos 
que ese es realmente el mayor circulo centrado en z 0 en el que la serie converge a 
/(z) para todo punto interior a el. 

Asimismo, veremos en la Section 51 que si existen constantes a„ (n = 0, 1, 2,...) 
tales que 


Rz) = Z a n {z ~ z 0 f 

n = 0 

para todo punto z interior a algun circulo centrado en z 0 , entonces la serie de 
potencias alii ha de ser la serie de Taylor para / en torno a z 0 , independiente- 
mente de como aparezcan esas constantes. Esta observation permite a menudo 
calcular los coefitientes a„ de la serie de Taylor de modo mas eficiente que por la 
aplicacion directa de la formula a„ = / <B) (z 0 )/«! del teorema de Taylor. 

En los ejemplos que siguen, utilizamos la formula del teorema de Taylor para 
hallar los desarrollos en serie de Maclaurin de algunas funciones muy sencillas. 

Ejemplo 1. Como la funcion /(z) = e z es entera, tiene una representation en 
serie de Maclaurin valida para todo z. Aqui es / <B, (z) = e z , luego / <B| (0) = 1, de 
modo que 

= t i (w < <*>)• [i] 

n = 0 n\ 

Notese que si z = x 4- *0, el desarrollo [1] se convierte en 

00 x” 

e x = Y — ( — co < x < oo). 

n = 0 n\ 

La funcion entera z 2 e 3z tiene tambien desarrollo en serie de Maclaurin. La 
forma mas simple de obtenerla es sustituir z por 3z en cada lado de [1] y 
multiplicar despues la ecuacion resultante por z 2 (vease Ej. 8, Sec. 44): 

z 2 e 3z = y —- z” + 2 (|z| < oo). 

n=o n\ 


Finalmente, si sustituimos n por n — 2 aqui, tenemos 

°° 3 B_2 


z 2 e 3z = y 


1 = 2 (« - 2)! 
Ejemplo 2. Si /(z) = sen z, entonces 

/<2">(0) = 0 y /< 2 " +1 >(0) = (-1)" 


(|z| < oo). 


Por tanto, 


z 2n+1 

(STiji (|z| * °°>- ra 

La condition |z| < oo se sigue de nuevo del caracter entero de la funcion. 

Puesto que senh z = —i sen (iz) (Sec. 25), basta cambiar z por iz en cada lado 
de [2] y multiplicar el resultado por — i para ver que 


sen z 


= E (-i) n 


senh z = 


ao r 2«+1 

y —— 

b (2« + 1)! 


(|z| < go). 


[3] 


Ejemplo 3. Cuando /(z) = cos z, 

/ (2n, (0) = (-1)" y / (2 " +1) (0) = 0 (n = 0, 1, 2, ...). 

De manera que esa funcion entera tiene la representation en serie de Maclaurin 

cos2= J ; „ ( - 1) '($! (|z|<c0); M 

y, como cosh z = cos (iz), 

coshz -.t(Sf (izi<co) ' [5] 


Notese que la serie de Taylor para cosh z en torno al punto z 0 = —2ni se 
obtiene sustituyendo la variable z por z + 2ni en los dos miembros de la 
Ecuacion [5] y recordando que cosh (z + 2 ni) = cosh z para todo z: 


cosh z = 


f (z + 2 tii) 2b 

n = 0 (2/1)! 


(|z| < co). 


Ejemplo 4. Otra representation en serie de Maclaurin es 

= £ 2" (\Z\ < 1). [6] 

Las derivadas de la funcion f(z) = 1/(1 — z), que no es analitica en z = 1 , son 


f (n Kz) = 


n\ 

(1 - z) B+1 


(n = 0, 1, 2, ...). 
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1 


y, en particular, / (B> (0) = n\ Observese que el desarrollo [6] nos da la suma de 
una serie geometrica infinita, siendo z el radio comun terminos adyacentes: 


1 + z + z 2 + z 3 + 


l 


(|z| < 1). 


Esta es esencialmente la formula de suma que se hallo por otro camino en el 
Ejercicio 4, Seccion 44. 

Si sustituimos —z por z en la Ecuacion [6] y en su condicion de validez, y 
tenemos en cuenta que |z| < 1 cuando |—z| < 1, vemos que 


1 


1 + z 


= £ (-ir^ n (M < i)- 


Si, por otro lado, sustituimos en [6] la variable z por 1 — z, obtenemos la 
representacion en serie de Taylor 


1 


= £ (-l)"(z - If 


(Iz - 1| < 1). 


Esta condicion de validez se sigue de la asociada con el desarrollo [6], pues 
|1 — z| < 1 es lo mismo que [z — 11 < 1. 

Ejemplo 5. Como ultimo ejemplo, vamos a desarrollar la funcion 


,, , 1 + 2z 2 

/<2) " 


'2(1 + z 2 ) - 1 
1 + z 2 




en forma de una serie de potencias de z. No podemos hallar una serie de 
Maclaurin para / porque no es analitica en z = 0. Pero sabemos por [6] que 


1 


1 + z 2 


= 1 


z 2 + z 4 - z 6 + z 8 


(|z| < 1). 


Asi pues, si 0 < |z| < 1, 


1 


/(z) = ^ (2 - 1 + z 2 - z 4 + z 6 - z 8 + •■•) = 


1 1 

— T + _ 


z + z 3 


z 5 + 


Llamaremos a los terminos como 1/z 3 y 1/z potencias negativas de z, pues se 
pueden expresar como z~ 3 y z -1 , respectivamente. La teoria de desarrollos que 
hacen entrar en escena potencias negativas de z — z 0 se discutira en la proxima 
seccion. 


EJERCICIOS* 

1. Hallar la representacion en serie de Maclaurin 


2. Demostrar que 


z cosh (z 2 ) = £ (|z| < co). 

n~o (2«): 


00 (z — 1Y 

e 1 = e £ -- 1 - (|z| < co). 

»=o n\ 


3. Hallar la serie de Maclaurin de la funcion 


z z 1 

= z* + 9 = 9 [l + (z 4 /9)_ ’ 


soi. £^> +i (w<y3)- 

« = 0 -5 

4. Escribir la representacion en serie de Maclaurin de/(z) = sen (z 2 ), y explicar como se 
deduce que 

/< 4,,, (0) = 0 y / (2 " + 1, (0) = 0 (n = 0, 1, 2,...). 

5. Deducir la representacion en serie de Taylor 

1 * (Z “ lf (|z - i\ < y/h 


1 — Z n=o(l - if +l 

Sugerencia: Comenzar escribiendo 
1 1 


1 


(1 - i) ~ (z 


1 

^7) -1 - i Lr 


1 


(z - 0/(1 - 0. 




6 . Desarrollar cos z en serie de Taylor centrada en el punto z = 7t/2. 

7. Desarrollar senh z en serie de Taylor centrada en el punto z = ni. 

8 . ^Cual es el mayor circulo en cuyo interior la serie de Maclaurin de la funcion tgh z 
converge a tgh z? Escribir los dos primeros terminos no nulos de esa serie. 

9. Usar la relacion sen z = (e iz — e _,I )/(2i), junto con los Ejercicios 8 y 9 de la Seccion 
44, al justificar ciertos pasos, para deducir la seie de Maclaurin de sen z a partir de la 
de e z . 


10. Probar que si z # 0, 


, sen (z : 

a) -sr 

z z 


z z z 
2 _ 3T + 7!~ + 


,, senh z - 1 z 2 

*) -^2- = - + I 


z «=o (2/1 + 3)! 


* En estos y en sucesivos ejercicios sobre desarrollos en serie, se recomienda al lector que use, 
siempre que sea posible, las representaciones [1] a [6] de la Seccion 46. 
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11. Demostrar que para 0 < |z| < 4, 

1 1 00 z" 

—-— = — + y . 

4z — z 2 4z „= 0 4" +2 


47. SERIES DE LAURENT 

r . 

- S 1 una funcion /no es analitica en un punto z„. no oodemos aplic ar el teorema de 
^ Taylor en ese punto ^No obstante, es posibie hallar una representacion en serie 
para/(z) que contenga tanto potencias positivas como negativas de z — z 0 (vease 
Ejemplo 5, Sec. 46). Ahora presentamos la teoria de tales representaciones, co- 
menzando con el teorema de Laurent. 

Teorema. Sea f una funcion analiticafen u n dominio anular R l <\z - z 0 \ < 
< ^ 2 \ J sea C cualquier contorno cerrado simpTe eh torno de z 0 , adetitgjJa 
positivamente , contenido en ese dominio (Fig. 48). Entonces, en todo punto z 
de ese dominio, f(z) admite la representacion en serie 


f(z) = Z a «i z 

n = 0 


z of + 



i R i < \ z ~ z o\ < ^ 2 )> [1] 


donde 



j_ r /( z ) dz 

2ni J c (z - z 0 ) B+1 


in = 0, 1, 2, ...) 



[ 2 ] 


y 


1 f fjz) dz 
2 ni J c (z - z 0 )- n+l 


El desarrollo [1] se suele escribir 

f{z) = Z C "i Z ~ Z oT 

n = go 


donde 


J_ f /(z) dz 
2 ni Jc (z ~ z 0 ) n+1 


i R i < \z ~ Z 0 1 < R 2 ), 


(n = 0, +1, ±2, 


[4] 

[5] 


Cualquiera de las dos formas [1] o [4], se llama una serie de Laurent. 

Notese que el integrando en [3] se puede escribir/(z)(z — z 0 )" _1 . Asi pues, es 
claro que cuando/es analitica en el disco |z — z„j < R 2 , este integrando lo es 
tambien. Por tanto, todos los coeficientes b n son cero, y cbmo (Sec. 40) 


J_ r fjz) dz = / <B> (z 0 ) 

2 ra J c (z - z 0 )" +1 n\ 


in = 0, 1, 2, ...), 


el desarrollo [1] se reduce a una serie de Taylor centrada en z 0 . 

Sin embargo, si/no es analitica en z 0 pero lo es en el resto del disco |z — z 0 | < 
< R 2 , el radio R x puede tomarse arbitrariamente pequeno. La representacion [1] 
es valida entonces para 0 < |z — z 0 | < R 2 . Analogamente, si / es analitica en 
todo punto del piano finito exterior al circulo |z - z„| = R u la condition de 
validez es R x < \z — z 0 | < oo. 

Demostraremos primero el teorema de Laurent cuando z 0 = 0, en cuyo caso 
el anillo esta centrado en el origen. La verification del teorema para z 0 arbitrario 
se dedutira sin dificultad. 

Empezamos la demostracion formando una region anular cerrada r x ^ |z| ^ 
^ r 2 , contenida en el dominio R 1 < \z\ < R 2 , cuyo interior contiene al punto z 
y al contorno C (Fig. 49). Sean C l y C 2 los tirculos de radios respectivos r 1 y r 2 . 



b. 


(« = 1 , 2 , ...). 


[3] 
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centrados en el origen, orientados ambos en sentido positivo. Observese que /es 
analitica en C 1 y C 2 , as! como en el dominio anular situado entre ellos. 

A continuation, construimos un clrculo y orientado positivamente con centro 
en z y suficientemente pequeno como para que este contenido en el interior del 
anillo r l g |z| ^ r 2 , como indica la Figura 49. En tales circunstancias, se sigue de 
la extension del teorema de Cauchy-Goursat a integrales de funciones analiticas a 
lo largo de contomos orientados de regiones multiplemente conexas (Teorema 2, 
Sec. 38), que 


f(s)ds 
c 2 s 


s)ds _ I" f(s)ds 

~ 2 Jc, ^ - 


f(s)ds 


= 0. 


Ahora bien, de acuerdo con la formula integral de Cauchy, el valor de la tercera 
integral es 2nif(z). Por tanto, 


m = 


i 

2ni 


' f(s) ds 

c 2 s - Z 


_ J_ f /W* 

2™ Jc, s - 


[ 6 ] 


En la primera integral de [6] escribimos, como hicimos en la demostracion 
del teorema de Taylor (Sec. 45), 


1 


11 1 , 

= " + 7Z + -tZ 2 + 


+ — z "-1 + z N _ 1 

^ + (s - z)s fl 


[7] 


Por lo que se refiere a la segunda integral, hagamos notar que 

1 _ 1 

s — z z — s 

En consecuencia, por simple intercambio de z y s en la Ecuacion [7], escribimos 
1 111 111 /** 


_ = 1 J__l_ 111 

5 - Z Z S~ l Z 2 + + S~ N+1 Z N + Z N 


z — s 


[ 8 ] 



y donde 


^=£ L 


fjs) ds 
(s — z)s N 




1 f S N f(s) ds 

2nizN Jc, Z - S 


Ahora tomamos \z\ = r, de modo que < r < r 2 , y denotamos por M el 
valor maximo de |/(s)[ sobre Cj y C 2 . Para probar que los restos p N {z) y <y N {z) 
tienden a cero cuando N tiende a infinito, usamos un metodo ya empleado en la 
demostracion del teorema de Taylor. Notemos que si s es un punto de C 2 , 
entonces k - z\ ^ r 2 - r; y si 5 esta en C u \z - s| ^ r - r v Asi podemos 
escribir 


I Pn(z)\ S 



y 


\°n(z )| g 



y, como (r/r 2 ) < 1 y (rjr) < 1, es claro que ambos, r N (z) y s N (z), tienen la 
propiedad deseada. 

Finalmente, basta recordar el Corolario 2 de la Section 38 para ver que los 
contomos usados en las integrales [9] se pueden reemplazar por el contorno C. 
Esto completa la demostracion del teorema de Laurent cuando z 0 = 0, porque si 
se usa z en vez de j como variable de integration, las expresiones [9] para los 
coefitientes a n y b n son las mismas que [2] y [3] con z 0 = 0 en ellas. 

Para extender la demostracion al caso geneal en que z 0 es arbitrario, sea / una 
funtion que satisface las condiciones del teorema y, tal como se hizo en la 
demostracion del teorema de Taylor, pongamos g(z) = /(z + z 0 ). Puesto que/es 
analitica en el anillo < \z — z 0 | < R 2 , la funcion f(z + z 0 ) es analitica 
cuando R x < |(z + z 0 ) — z 0 | < R 2 . Esto es, g es analitica en el anillo R { < |z| < 
< R 2 , centrado en el origen. Ahora bien, el contorno cerrado simple C en el 
enunciado del teorema tiene la representation parametrica z = z(t) (a ^ t ^ b), 
donde 


Ri < | z(t) - z 0 1 < R 2 


[ 10 ] 


Luego concluimos de [6] que 


/(z) = a 0 + apz + a 2 z 2 + ••• + + p N (z) + 


b i 

+ — + 


+ 


+ pv + <*n{z). 


donde los numeros a„(n = 0,1, 2,..., N — 1) y b„(n = 1,2,..., N ) vienen dados 
por las ecuationes 


para todo t en el intervalo a ^ t g b. Luego si T denota el camino z = z(t) — z 0 
( fl = ' = b), T es no solo un contorno cerrado simple, sino que, a la vista de [10], 
esta en el dominio R l < z < R 2 . Por consiguiente, g(z) admite la representation 
en serie de Laurent 


g( z ) = E a„z" 

n = 0 



(R t < |z| < R 2 ), 


[ 11 ] 


donde 


1 

2ni 


f(s)ds 


JL f f {s)ds 

2ni J Cl *-" +1 


[9] 
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= ~ f g( z ) dz 

2ni J r z" +1 


(« = 0 , 1 , 2 , ...), 


[ 12 ] 


168 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES 


SERIES 169 


K 


1 

2ni 


g(z) dz 

~ — n+ 1 

r z 


(n = 1, 2, ...). 


[13] 


La representation [1] se obtiene si escribimos f(z + z 0 ) en vez de g{z) en la 
Ecuacion [11] y sustituimos entonces z por z — z 0 en la ecuacion resultante, asi 
como en la condition de validez R 1 < |z| < R 2 ■ La expresion [12] para los 
coeficientes a„ es, ademas, identica a la [2], ya que 


g(z)dz 

f fc /WOMO 

f(z) dz 

? n +l 

Jr ^ w 

. Lz(t) - r 0 ]" +1 

c (z - z 0 )" + 1 


Analogamente, los coeficientes b„ en la expresion [13] son los mismos que los de 
la expresion [3]. 


48. EJEMPLOS 

Los coeficientes de una serie de Laurent no se suelen hallar recurriendo al uso 
directo de sus representaciones integrales, sino por otros metodos, tal como 
ilustran los ejemplos siguientes, en los que se supone siempre que, una vez 
especificado el dominio anular, una serie de Laurent para la funcion dada es 
unica. Al igual que con las series de Taylor, relegamos la demostracion de tal 
unicidad a la Section 51. 


Ejemplo 1. Sustituyendo z por 1/z en la serie de Maclaurin 

* z" z z 2 z 3 .. . . 

1 + TT + 2! + 3! + - (lz|<00) - 

obtenemos la serie de Laurent 


= y 

n = 0 n'.Z' 


It" 


1 1 1 

“ 1+ lL + y? + 3!? + 


(0 < |zj < oo). 


Notese que esta serie de Laurent particular no contiene potencias positivas de 
z, siendo cero todos los coeficientes de las potencias positivas, mientras que hay 
infinitas potencias negativas. Notese ademas que el coeficiente de 1/z es la unidad; 
y de acuerdo con el teorema de Laurent de la Section 47, ese coeficiente es el 
numero 


donde C es cualquier contorno cerrado simple, orientado positivamente, en torno 
del origen. Como b l = 1, entonces 


J e llz dz = 2ni. 

Este metodo de evaluar ciertas integrales a lo largo de contornos cerrados 
simples se desarrollara en detalle en el Capitulo 6. 

Ejemplo 2. La funcion /(z) = l/(z — i) 2 ya esta en forma de serie de Laurent, 
con z 0 = /. Es decir, 


/(z) = Z c„{z - if (0 < jz — i| < oo), 

n = — oo 


donde c_ 2 = 1 y todos los demas coeficientes son cero. Segun [5], Section 47, 
para los coeficientes de una serie de Laurent, 



1 

2ni 


dz 

c (z ~ if + 3 


(n = 0, ± 1, ±2, ...), 


donde C es, por ejemplo, cualquier circulo orientado positivamente, centrado en 
el punto z 0 = i. Asi pues (comparar con el Ej. 13, Sec. 33) 


dz [0 si n # — 2, 

c (z - i) n + 3 = [271/ si n = -2. 


Ejemplo 3. La funcion 


m = 


-i 

(Z - 1 )(Z - 2) 




[ 1 ] 


que tiene los dos puntos singulares z = 1 y z = 2, es analitica en los dominios 
\z\ < 1, 1 < |z| < 2, y 2 < |z| < oo. En cada uno de estos dominios, denotados 
D u D 2 y D 3 , respectivamente, en la Figura 50,/(z) tiene representaciones en serie 
de potencias de z. Todas pueden hallarse recordando del Ejemplo 4, Section 46, 
que 


1 * 

,- = z (|Z| < 1). 

1 - z „=0 

La representation en D y es una serie de Maclaurin. Para hallarla, escribimos 


hi 


1 

2ni 



.f(z) 


1 


— z 



1 


1 

- (Z/2) 
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i ( r - V-l 


Figura 50 


y observamos que al ser |z| < 1 y |z/2| < 1 en D u 

X - x o— 1 - 'v <w < »• 

b = 0 n = 0 Z « = 0 

En cuanto a las representaciones en D 2 , escribimos 

/{Z) = z [l - (1/z)] + 2 [l - (z/2)] 

Como |l/z| < 1 y |z/2| < 1 cuando 1 < |z| < 2, se deduce que 

00 1 00 7 * 

/« - X 3TT + X yTfT 0 < Izl < 2). 

Si sustituimos el indice de suma n en la primera de esas series por n - 1 y 
entonces intercambiamos las dos series, llegamos a una expresion que tiene la 
misma forma que la del enunciado del teorema de Laurent (Sec. 47): 

m-i £r + X ^ (1 < w < 2)- PI 

B = 0 Z B= 1 Z 

Como existe solo una tal representacion para /(z) en el anillo 1 < |z| < 2, el 
desarrollo [3] es, de hecho, la serie de Laurent para /(z) alii. 

La representacion de f(z) en el dominio no acotado 2? es tambien una serie de 
Laurent. Si ponemos [1] en la forma x 


if 1 I 1 [ 1 I 

/(Z) “ zLl - (1/z)J z |_1 - (2/z)J 


„ , _ f. J_= V 1 ~ 2 " 

nz) „ = 0 z" +1 „=o z" +1 „4o z n+1 


Es decir, 


00 1 _ OH-1 

m = I —i— 

n = 1 


(2 < |z| < oo). 


(2 < |z| < oo). 


EJERCICIOS 


1. Probar que 


e z 1 1 1 z z 2 

7 = 7 + ; + 2 ! + 3 ! + 4 ! + 


2. Deducir la representacion en serie de Laurent 

z ’ cosh (;)'i + zI + l.(5rhj!?^ T 


(0 < |z| < oo). 


(0 < |z| < oo). 


3. Hallar una representacion para 1/(1 + z) en potencias negativas de z que sea valida 
cuando 1 < |z| < oo. 

s*. _L_ _ £ <z!p 

1 + z „ = 1 z" 

4. Dar dos desarrollos en serie de potencias de z para la funcion 


z 2 (l - z) 


y especificar en que regiones son validas. 

i 1 oo oo i 

Sol. -j 4- - + £ z" (0 < |z| < 1); - £ — (1 < |z| < oo). 

z 2 Z n = 0 b — 3 z" 

5. Representar la funcion (z 4- l)/(z — 1) por 

a) su serie de Maclaurin, y describir la region de validez de tal representacion; 

b) su serie de Laurent en el dominio 1 < |z| < oo. 

00 00 1 

Sol. a) -1 - 2 X z”(|z| < 1); b) 1 + 2 £ -■ 

n — 1 n= 1 Z 


6. Probar que si 0 < |z — 1| < 2, 


y observamos que |l/z| < 1 y |2/z| < 1 si 2 < |z| < go, encontramos que 
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z -1 3 £ (Z - 1)". 

(z - l)(z - 3) 2(z - 1) B^o 2" +2 
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7. Escribir las dos series de Laurent en potencias de z que representan a la funcion 

1 


m = 


z( 1 + z 2 ) 

en ciertos dominios, y especificar esos dominios. 

8. Hallar el desarrollo en serie de Laurent para la funcion l/(z — a) para el dominio 
|a| < |z| < oo, donde a es real y — 1 < a < LA continuation, escribir z = e ie para 
obtener las formulas de suma 

“ a cos 8 — a 2 “ a sen 0 

> <f cos no — ------ v > a" sen no - ---- - - 7 - 

n =i 1 — 2a cos 6 + a 2 „= i 1 — 2a cos 6 + a 2 

(Comparar con el Ej. 5, Sec. 44.) 

9. a) Sea z cualquier numero complejo, y sea C el circulo unidad 


w = e 


.i<A 




en el piano w. Usar entonces el contomo que aparece en [5], Section 47, para los 
coeficientes de una serie de Laurent, adaptado a tales series en torno al origen del 
piano w, para demostrar que 


exp 


z 1 

2 \ w 


= Z J «( z ) (0 < H < oo), 


donde 

J, 


1 f* 

\(A = T - 

2n 


exp [ — i(n<p — z sen <£)] d(f> 


(n = 0, ±1, ±2, ...). 


b) Con la ayuda del Ejercicio 7, Section 31, relativo a ciertas integrales definidas de 
funciones complejas pares e impares de una variable real, probar que los coefi- 
tientes de la parte a) se pueden escribir* 


m = - r 

W Jo 


— cos ( n<j> — z sen <j>) d(j> 


(,n = 0 , ± 1 , ± 2 ,...). 


10. a) Sea / una funcion analitica en un dominio anular en torno del origen que 
contiene al circulo unidad z = e 1 * ( — n ^ <p ^ n). Tomando ese circulo como 
camino de integration en las expresiones [2] y [3], Section 47, para los coeficien¬ 
tes a„ y b„ en una serie de Laurent en potencias de z, probar que 


m 


~ f f(e*)d<t> + 

J-, 




cuando z es cualquier punto del dominio anular. 


b) Haciendo «(0) = Re [/(e‘ 8 )], probar que del desarrollo de la parte a) se sigue que 


= — f" 

2* 


u(8) = — | u(4>) d<t> + - Z 

7C n= % 


u(4>) cos {n{8 — (j>y\ dtp. 


Esta es una forma de escribir el desarrollo en serie de Fourier de la funcion real 
u(6) en el intervalo — n ^ 0 ^ n. La restriction sobre u(Q) es mas severa de lo 
necesario para que sea factible tal representation en serie de Fourier*. 


49. CONVERGENCIA ABSOLUTA Y UNIFORME 
DE LAS SERIES DE POTENCIAS 

El resto de este capltulo se dedica a diversas propiedades de las series de poten¬ 
cias, o sea, series del tipo 

Z a n( Z - Z 0 )", 

n = 0 

mencionadas al final de la Seccion 44. Las presentaremos solo en el caso espe¬ 
cial z 0 = 0. Sus demostraciones en el caso general son esencialmente las mis- 
mas y muchos de nuestros resultados se generalizan simplemente sustituyendo 
z por z — z 0 . Las generalizaciones que afectan a series con potencia negativas de 
z — z„ son asimismo faciles de obtener. 

Recordemos de la Seccion 44 que una serie de numeros complejos converge 
absolutamente si la serie de valores absolutos de esos numeros es convergente. El 
siguiente teorema se refiere a la convergencia absoluta de las series de potencias. 

Teorema 1. Si una serie de potencias 

z V" w 

n = 0 

converge cuando z = z t (z l # 0), entonces es absolutamente convergente en 
todo punto z del disco abierto \z\ < \z v \. 

Para iniciar su demostracion, suponemos que es convergente la serie 

Z ( Z 1 ^ °) 

n = 0 

Por tanto, los terminos a n f[ estan acotados; es decir, 

\a n f[\ ^ M (n = 0, 1, 2, ...) 


* Estos coeficientes J„(z) se llaman funciones de Bessel de primera especie. Juegan un papel __ 

relevante en varias areas de Matematica aplicada. Vease, por ejemplo, el libro del autor Fourier * Veanse otras condiciones en las Secciones 29 y 30 del libro citado en la nota al ejercicio 

Series and Boundary Value Problems, 4." ed.. Cap. 8, 1987. anterior 
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para alguna constante positiva M. Si |z| < \z^\ y denotamos por p el modulo 
|z/z x |, vemos que 

|a„z„l = k41— g Mp", 

Z 1 

donde p < 1. Ahora bien, la serie cuyos terminos son los numeros reales Mp n es 
una serie geometrica convergente siempre que p < 1. Luego, por el criterio de 
comparacion de series reales, la serie 

n = 0 

converge para |z| < |z x |; y el teorema queda probado. 

El conjunto de puntos interiores a algun circulo en torno al origen es, por 
tanto, una region de convergencia para la serie de potencias [1]. El mayor circulo 
centrado en el origen tal que la serie converge en todos sus puntos interiores se 
Hama el circulo de convergencia de la serie de potencias. La serie no puede ser 
convergente en ningun punto z 2 exterior a ese circulo, de acuerdo con el teorema 
precedente, pues si lo fuera, seria convergente dentro del circulo, centrado en el 
origen, que pasa por z 2 ; y, en consecuencia, el primer circulo no seria el circulo de 
convergencia. 

Nuestro proximo teorema exige definir alguna teminologia previa. Sea |z| = R 
el circulo de convergencia de una serie de potencias centrada en el origen, y sean 
S(z) y S N {z) la suma y la suma parcial, respectivamente, de esa serie: 

S(z) = £ a n z", S N (z ) = Y a n z" (|z| < R). 

n=0 n=0 

Entonces escribimos la funcion resto 

p N {z) = S(z) - S N (z) (|z| < R). [2] 

Como la serie de potencias converge para todo z tal que |z| < R, sabemos que el 
resto p N (z ) tiende a cero en tales z al tender N hacia infinito. Por la definition [1] 
de la Section 44 del limite de una sucesion, eso significa que para cada numero 
positivo e existe un entero positivo N e tal que 

\Pn(z )I < e siempre que N > N e . [3] 

Cuando la eleccion de N e depende solo del valor de e y es independiente del 
punto z que se tome en una region prefijada, se dice que la convergencia es 
uniforme en esa region. 
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Teorema 2. Si z x es un punto interior al circulo de convergencia |z| = R de 
una serie de potencias 


I tf„z", 

n ~ 0 


[4] 


entonces esa serie es uniformemente convergente en el disco cerrado Izl < 
(Fig. 51). 



Figura 51 



Para establecer esta convergencia uniforme, sean m y N cualesquiera dos 
enteros positivos, con m > N, y escribamos el resto [2] en la forma 

m 

p N (z) = lim £ a n z n . [5] 

m~* oo n = N 

Puesto que hay puntos con modulo mayor que \z x \ para los que la serie [4] 
converge, sabemos por el Teorema 1 que la serie 

CO 

S \°A\ 

n = 0 

es convergente. El resto de esa serie, tras N terminos, es el numero real no 
negativo 
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Por tanto, 

\Pn(z)\ ^ °N cuando |z| ^ | Zl |. [7] 

Como a N son los restos de una sene copvergente, tienden a cero al tender N a 
infinito. Es decir, para cada s positivo existe un entero N c tal que 

<y N < £ si N > N e . [8] 

Debido a las condiciones [7] y [8], la [3] es valida para todos los puntos del 
disco |z| iS |zj, y el valor de N c es independiente de la election del z. Por tanto, la 
convergencia de la serie [4] es uniforme en ese disco. 

Una consecuencia importante del Teorema 2 es el hecho de que la serie de 
potencias [4] representa una funcion continua S(z) en todo punto interior a su 
circulo de convergencia. Esto es, si z t es un punto interior al circulo de convergen¬ 
cia |z| = R, para cada e positivo existe un 3 positivo tal que 


para cada valor de N. En particular, cuando N = N e + l podemos escoger 
nuestro <5 tan pequeno que 

£ 

l^v(z) - *S' J y(zi)| < - si |z - z x | < 3. [12] 

Haciendo N = N e + 1 en la desigualdad [10] y usando que [11] y [12] son 
verdaderas cuando N = N e + 1, encontramos que 

|S(z) - S(zj)| < ^ ^ + | P ara \ z ~ z i\ < <5- 

Esta es la afirmacion [9]. 

Sustituyendo z - z 0 o su reciproco en lugar de z, podemos extender los 
resultados de esta action, con las modificaciones obvias, a series de los tipos 


|S(z) - 5 (z!)| < e si \z - zj < <5, [9] 

siendo 3 suficientemente pequeno para que z este en el dominio de definition 
\z\ < R de S(z). 

Para demostrar esto, denotemos por S N (z) la suma de los primeros N termi- 
nos de la serie [4], y pongamos 

5(z) = Sjy(z) + P N (z), 

donde p N (z) es la funcion resto [2]. Entonces 

|S(z) - Stzj)! = |5 N (z) - S^zJ + p N (z) - p N (z t ) I, 


o sea 

|S(z) — *S(z!)| ^ |S w (z) — Sjytzj)! + |pjv(z)| + | Pat(zi) j- [10] 

Para la convergencia uniforme anunciada en el Teorema 2, existe un entero 
positivo N t tal que 


| Pjv(z)| < - siempre que N > N c 


[ 11 ] 


X a„(z - z 0 f, 

n -0 



Para ser mas precisos, si la primera de estas series converge en un punto z u 
con Zj # z 0 , sabemos que converge absolutamente a una funcion continua en el 
disco abierto centrado en z 0 y de radio \z l - z 0 |. Analogamente, si la segunda de 
estas series converge en z l5 entonces converge absolutamente a una funcion 
continua en la region exterior al circulo centrado en z 0 y que pasa por z l . 

Ademas, sabemos ahora que si una representation en serie de Laurent 


00 

ft z ) = Z a n( Z 

n ~ 0 


z o) n + Z 


(z - z oT 


es valida en un anillo R t < \z — z 0 \ < R 2 , ambas series de la derecha convergen 
uniformemente en cualquier anillo cerrado concentrico e interior a esa region de 
validez. 


50. INTEGRACION Y DERIVACION 
DE SERIES DE POTENCIAS 

Ya hemos visto que una serie de potencias 


y donde z es cualquier punto que este en algun disco cerrado centrado en el 
origen de radio mayor que |z, | pero menor que el radio R del circulo de con¬ 
vergencia. En particular, [11] se satisface para todo z en un entorno \z — z x \ < 
< 3 de Zj que sea lo bastante pequeno como para estar contenido en ese disco 
cerrado. 

Ahora bien, la suma parcial 5 w (z) es un polinomio y, por tanto, continua en z l 


S(z) = X a„z n [1] 

n — 0 

representa una funcion continua en todo punto interior a su circulo de conver¬ 
gencia. Probamos en esta section que la suma 5(z) es analitica dentro del circulo. 
Nuestra demostracion depende del siguiente teorema, de interes en si mismo. 
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Teorema 1. Sea C cualquier contorno interior al circulo de convergencia de la 
serie de potencias [1], y sea g(z) cualquier funcion continua sobre C. La serie 
formada multiplicando cada termino de la serie de potencias por g(z) puede ser 
integrada termino a termino sobre C; esto es, 


f g(z)S(z)dz = £ a n f g(z)z" dz. 
Jc »=o Jc 


[ 2 ] 


Para demostrarlo, observemos que como g(z) y la suma de la serie de poten¬ 
cias S(z) son ambas continuas sobre C, la integral sobre C del producto 


g{z)S(z) = £ ang(z)z n + g(z)p N (z), 

n — 0 


existe, siendo p N {z) el resto de la serie tras N terminos. Los terminos de la suma 
frnita aqui tambien son continuos sobre el contorno C, luego sus integrales sobre 
C existen. En consecuencia, la integral de g(z)p N (z) 


g(z)S(z) dz 


n -i r 

= i 

"=0 Jc 


g{z)z"dz + 


g{z)p N (z) dz. 


[3] 


Sea M el valor maximo de g{z) sobre C, y sea L la longitud de C. En vista 
de la convergencia uniforme de la serie de potencias dada (Sec. 49), sabemos 
que para cada e positivo existe un entero positivo N e tal que, para todo punto z 
sobre C, 

\p N {z)\ < e siempre que N > N c . 

Como N t es independiente de z, encontramos que 


S{z)p N {z) dz 


< MeL siempre que N > N e ; 


esto es, 


De [3] se sigue que 


lim 

N-*<x> 


g(z)S(z) dz 


g(z)P»(z)dz = 0. 


n- i r 

= lim X 

N-> 00 n = 0 Jc 


g(z)z" dz. 


Esto es lo mismo que la Ecuacion [2], con lo que queda probado el Teorema 1. 


Si g(z) = 1 para cada valor de z en el disco abierto limitado por el circulo de 
convergencia de la serie de potencias [1], entonces 


f g(z)z” dz = f 
Jc Jc 


z n dz = 0 


(n = 0, 1, 2, ...) 


para todo contorno cerrado C contenido en ese dominio. Segun [2], tenemos que 


1 


S(z)dz = 0 


para todos los contornos de esa clase, y por el teorema de Morera (Sec. 41), la 
funcion <S(z) es analitica en ese dominio. Asi pues, la serie de potencias [1] 
representa a una funcion que es analitica en todo punto interior a su circulo de 
convergencia. Este resultado es a menudo util a la hora de establecer la analitici- 
dad de funciones y al evaluar limite. 


Ejemplo 1. Como ilustracion, vamos a probar que la funcion definida por 


'sen z 


m 


si z # 0, 


^1 si z = 0 
es entera. Ya que el desarrollo en serie de Maclaurin 


sen z = £ (-1)" 


,2n+l 


n=o ' ' (2 n + 1)! 

representa a sen z para todo valor de z, la serie 

oo 7 2n „2 _4 

f (-1)” —--= l - - + - 

1 ; (2n + 1)! 3! 5! 


[4] 


obtenida al dividir cada termino de esa serie de Maclaurin por z, converge a /(z) 
cuando z # 0. Pero la serie [4] converge claramente a /(0) cuando z = 0. Por 
tanto,/(z) viene representada por la serie de potencias [4] para todo z, y / es en 
consecuencia una funcion entera. Notese que, puesto que /es continua en z = 0 y 
como (sen z)/z = /(z) cuando z / 0, 


lim — n 2 = lim f(z) = /(0) = 1. 

z~* 0 2 z-* 0 


[5] 


Este es un resultado conocido de antemano, ya que el limite en cuestion aqui es la 
definicion de la derivada de sen z en z = 0. 
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Haciamos notar al comienzo de la Section 46 que la serie de Taylor de una 
funcion / en torno a un punto z 0 converge a /(z) en cada punto z interior al 
circulo centrado en z 0 y que pasa por el punto z x mas proximo en el que la 
funcion deja de ser analitica. A la vista de la afirmacion en cursiva que precede al 
ejemplo anterior, modificada de modo que sea aplicable a series en potencias 
positivas de z — z 0 , sabemos que no hay ningun circulo mayor centrado en z 0 tal 
que en todos sus puntos interiores la serie de Taylor converja a f(z). Porque si 
existiera tal circulo,/seria analitica en Zj; y/ no es analitica enzj. 

Preseniamos ahora un resultado del tipo del Teorema 1 relativo a la deriva- 


Teorema 2. La serie de potencias [1] puede ser derivada termino a termino. 
Esto es , en todo punto z interior al circulo de convergencia de esa serie, 

GO 

S'(z) = £ na„z n ~ 1 . [6] 

n = 1 

Para probarlo, sea z cualquier punto interior al circulo de convergencia, y sea 
C algun contorno cerrado simple, orientado positivamente, que rodee a z y sea 
interior a dicho circulo. Definamos ademas la funcion 


£(■*) = 


2ni(s — z) 2 


en todo punto s de C. Como la funcion 


S(z) = £ a„z" 

n = 0 

es analitica dentro de y sobre C, podemos poner 


J c ® wsw *’2sl(7^- s '( z ) 


gracias a la representation integral de las derivadas en la Section 40. Ademas, 




ds d 

- = — z 

- z) 2 dz 


(n = 0, 1, 2, ...). 


Asi que cuando la variable de integration z en la Ecuacion [2] se sustituye por la 
variable s y g(s) es la funcion [7] a lo largo del contorno cerrado C, la Ecuacion 
[2] se convierte en 


S'(z) = X a„-r z", 

n = 0 dz 


que coincide con [6], Esto termina la demostracion. 
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El Siguiente ejemplo sencillo ilustra como el Teorema 2, adaptado a series en 
potencias de z — z 0 , se puede utilizar para hallar representaciones en series. 

Ejemplo 2. En el Ejemplo 4 de la Section 46 vimos que 

1 00 

-=I(-i) n u-ir dz ii < i). 

^ n = 0 

Derivando ambos miembros de esa ecuacion se llega a que 

/z 1 = i (-w - lr 1 (12 - n < i), 

z n = 1 


o sea, 


1 00 

21 = Z (-l)"(n+ l)(z - If (Iz - 1| < 1 ). [8] 

El desarrollo [8] es obviamente la serie de Taylor de la funcion f(z) = 1/z 2 
centrada en el punto z 0 = 1. 


51. UNICIDAD DE LAS REPRESENTACIONES 
POR SERIES 

La unicidad de las representaciones por series de Taylor y Laurent, anticipada en 
las Secciones 46 y 48, respectivamente, se desprende facilmente de los teoremas de 
la Section 50. Consideramos en primer lugar la de las series de Taylor. 

Teorema 1. Si una serie 


£ a„(z - z 0 )" [1] 

n~ 0 

converge af(z) en todo punto interior a algun circulo z - z 0 = R, entonces es 
la serie de Taylor de f en potencias de z — z 0 . 

Para demostrarlo, recordemos el Teorema 2 de la Section 50 que 

S'OO = £ na„z"~ 1 

n= 1 

en todo punto interior al circulo de convergencia de la serie 


S(z) = X a n z n . 

n = 0 
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Por consiguiente, la serie de S'(z) puede ella misma ser derivada termino a 
termino, es decir, 


S"(z) = £ n(n - l)a n z"~ 2 

n = 2 

en todo punto z interior a ese circulo. De hecho, la derivada de S(z) de cualquier 
orden se puede hallar derivando su representacion en serie termino a termino. 
Evidentemente, pues, 


5(0) = a 0 , 5'(0) = 
y los coeficientes a n son los 
a n = 


l! ai> 5"(0) = 2!a 2 , .... 5 <M) (0) = n!a n , ...; 

del desarrollo en serie de Maclaurin de 5(z): 
5 <n) (0) 


n! 


(« = 0, 1, 2, ...). 


La generalization a series de potencias de z - z 0 es inmediata, y el Teorema 1 
queda probado. 

Notese que del Teorema 1 se deduce que si la serie [1] converge a cero en un 
entorno de z 0 , los coeficientes a„ han de ser todos cero. 

Nuestro segundo teorema se refiere a la unicidad de la representacion en serie 
de Laurent. 


Teorema 2. Si una serie 


00 00 

E C„(z - z 0 f = £ a„(z 

- — oo H = n 


z 0)" + 


n=l (Z — Z 0 )“ 


[3] 


converge a f(z) en todos los puntos de algun dominio anular centrado en z 0 , 
entonces es la serie de Laurent para f en potencias de z — z 0 en ese dominio. 

Lo demostraremos con ayuda del Teorema 1 de la Seccion 50, adaptado a 
series en potencias positivas y negativas de z - z 0 . Usando el indice de suma m 
en la serie dada, escribimos 


g(z)f(z)dz = 
c 



g(z)(z - z 0 ) m dz, 
c 


donde g(z) es cualquiera de las funciones 


g(z) 


_ 1 _ 

2ni(z — z 0 ) n+1 


(n = 0 , ± 1 , ± 2 , ...) 


[4] 


y C es un circulo del anillo dado, centrado en z 0 y orientado en sentido positivo. 
Como (vease Ej. 13, Sec. 33) 


-f 

27C* J c 


dz _ (0 si m / n, 

2 ni J c (z - z 0 )" _m+1 _ 1l si m = n. 


la Ecuacion [4] se reduce a 


-f 

Ini J c 


2™ J c (z - z 0 )‘ 


/(z) dz 
.«+ 1 


= c„, 


que es una expresion de la Seccion 47 para los coeficientes de la serie de Laurent 
para / en el anillo. 


52. MULTIPLICACION Y DIVISION 
DE SERIES DE POTENCIAS 

Supongamos que cada una de las series de potencias 

00 00 

E y E b n z" 


[i] 


converge dentro de un circulo |z| = R. Las sumas f(z) y g(z) son funciones 
analiticas en el disco |z| < R (Sec. 50), y el producto de esas sumas tiene un 
desarrollo en serie de Maclaurin valido alii: 


/(z)g(z) = £ C„z" (|z| < R). 


n = 0 


[ 2 ] 


Como las series [1] son las series de Maclaurin de f y g, los tres primeros 
coeficientes del desarrollo [2] vienen dados por 


c o = f(0)g(0) = a 0 b 0 , 

_ mm + /'(0M0) 


C, = 


1! 




c, = 


/(0)g"(0) + 2f'(0)g'(0) + /"(0)g(0) 
2 ! 


= a 0 b 2 + a l b l + a 2 b Q . 


La expresion general de c n se obtiene facilmente gracias a la formula (Ej. 15) 

[/(Z)g(z)]<"» = W/ tt W--«(z), [3] 
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donde 


Q k\(n - k)\ {k °’ ’’ 2 ’ n) ' 

para la derivada n-esima del producto de dos funciones. Como es habitual, 
/ (0) (z) = /(z) y 0! = 1. Evidentemente, 


= f f <k> ( 0) g < "~* ) (0) 
k = o k\ (n - k)\ 


Z a k b n 


Ejemplo 2. Como se indico en la Section 25, los ceros de senh z son los numeros 
z = nni (n = 0, ± 1, +2), ...). Luego la funcion 


z 4 /5 ? + ■■■) 

tiene una representacion en serie de Laurent en el dominio 0 < \z\ < n. El 
denominador de esa fraccion entre parentesis es una serie de potencias que 
converge a (senh z)/z cuando z # 0 y a la unidad cuando z = 0. Luego la suma 
de esa serie no se anula nunca en el dominio |z| < n; y la serie de potencias de esa 
fraccion se obtiene por division, resultando ser 


z 2 senh z z 3 \1 + z 2 /3! + 


y asi se puede escribir [2] en la forma 

f(z)g(z) = a 0 b 0 + (floZq + a x b 0 )z + ( a 0 b 2 + a 1 b 1 + a 2 b 0 )z 2 + ••• + 

+ ( Z a A-k\ n + ••• (|z| < R). 


[4] 


1 


1 + z 2 /3! + z 4 /5! + 


1 -3f* a + 


1 

w 


1 

5!" 


iz 4 + 


o sea 


1 

1 + z 2 /3! + z 4 /5! + 


1 , 7 , 

~ 6 Z + 360 Z + 


(|z| < 71). [6] 


La serie [4] es la misma que se obtiene multiplicando formalmente las dos 
series [1] termino a termino y reuniendo los terminos resultantes por potencias 
de z; esto se conoce como el producto de Cauchy de las dos series dadas. 


De modo que 

1 1 11 7 

z 2 senh z z 3 6 z 360 Z 


(0 < |z| < 7i). [7] 


Ejemplo 1. La serie de Maclaurin para e z /(l + z) es valida en el disco |z| < 1. 
Los tres primeros terminos no nulos se hallan sin dificultad escribiendo 


e z 

1 + z 


1 + z + - z2 




z + z z 


z 3 + •••) 


Aunque solo hemos dado los tres primeros terminos no nulos de esta serie de 
Laurent, puede hallarse, claro esta, cualquier numero de terminos sin mas que 
proseguir la division. 

Para ilustrar una via alternativa a la division directa, vamos a obtener [6] 
escribiendo 


y multiplicando esas dos series termino a termino. El resultado buscado es 


e z 

1 + z 



z 3 + 


(M < !)• 


Supongamos ahora que g(z) # 0 cuando |z| < R. Como el cociente f(z)/g(z) es 
analitico en ese disco, admite una representacion en serie de Maclaurin 


m 

g(z) 


oo 

= I d n z‘ 


n = 0 


(\z\ < R), 


[5] 


1 

1 + z 2 /3! + z 4 /5! + - 


d 0 + d^z + d 2 z 2 + d 2 z 3 + fi? 4 z 4 + •••> [8] 


donde los coeficientes en la serie de Maclaurin de la derecha han de ser calcula- 
dos. Si ha de ser valida la Ecuacion [8], entonces 


1 = 


3[ 


1 + ^ z 2 + -2- z 4 + 


1 

5[ 


(d 0 + d t z + d 2 z 2 + d 2 z 2 + d 4 z 4 + 


es decir, 


donde los coeficientes. d n se pueden calcular derivando f(z)/g(z) sucesivamente y 
evaluando las derivadas en z = 0. Los resultados son los mismos que se obtienen 
realizando la division de la primera de las series [1] por la segunda. Puesto que 
en general solo se necesitan en la practica unos pocos primeros terminos, este 
metodo no es dificil. 


(d 0 — 1) + d x z + j d 2 + — )z 2 + 


+ I ^3 + 


3! d l 


Z3 + (^ + ^7+^oK+-=0 
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cuando |z| < n. Como todos los coeficientes de potencias de z en esta ultima serie 
de potencias tienen que ser cero, entonces d 0 — 1 = 0, d x = 0, etc. Tras calcular 
sucesivamente los valores de d 0 , d 2 , d 2 , d 3 , y <4, vemos que, con esos valores, la 
[8] es lo mismo que [6]. 


EJERCICIOS 

1. Derivando el desarrollo en serie de Maclaurin 

1 


1 7 = I ^ 

1 — Z n = 0 


(W < i). 


obtener las representaciones 
1 


2 = £ („ + l)z”, = I (" + «(" + ^ 


(1 - z) 2 «^o ' ' ' (1 - z)' 

2. Hallar la serie de Taylor para la funcion 


(|z| < !)• 


1 


1 


1 


z 2 + (z - 2) 2 


1 

1 + (z - 2)/2_ 


centrada en el punto z 0 = 2. A continuacion, derivando esa serie termino a termino, 
probar que 


1 1 ® (z — 2\" 

-j y (-m» + i) 

2 n = 0 


3. Sustituyendo l/(z - 1) en lugar de z en el desarrollo 

1 


(|z - 2| < 2). 


, . = I (-D" 2 " 

1 4" Z n = 0 


(W < l)> 


hallar la representacion en serie de Laurent para 1/z en el dominio no acotado 
lc|z — l|<oo.A continuacion, derivando esa serie termino a termino, demostrar 
que 


1 _ v ~ 4 
-2 ~ 2^. 


it = 2 (z - 1)” 
(Comparar con el Ejemplo 2 de la Secc. 50.) 
4. Argumentar como el desarrollo 


(1 < |z - 1| < oo). 


cos z = f; (-1)” 


(2n)! 


(|z| < oo) 


puede deducirse derivando termino a termino la serie 

" n *-|. l “ lr (2ZTTj! M< “> 


5. Usando series, probar que si c es una constante compleja y 

f— 

m -1 * 


si z # 0, 
si z = 0, 


entonces / es entera. 
6. Probar que si 


m = i 


cos z 


para z # ±n/2, 
para z = ±n/ 2, 


entonces / es una funcion entera. 

7. Integrar en el piano w la serie de Taylor (vease Ejemplo 4, Sec. 46) 

-=g(-l)V-l)" (|W — 1| < 1) 

w n = 0 

a lo largo de un contorno interior al circulo de convergencia desde w == 
w = z para obtener la representacion 

oo (_n"+i 

Log z = £ --(z - 1)" (Iz - 1| < 1). 

n = 1 ^ 

8. Usar el resultado del Ejercicio 7 para probar que si 

r Log Z . 

-r si z / 1, 

/(z) = j 2 - 1 

M si z = 1, 

entonces /es analitica en el dominio 0 < |z| < oo, — n < Arg z < n. 

9. Probar que 


e* 1,1 5 . 


(0 < N < U 


10. Probar que 


a) cosec z = - 
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,, 1 _ 1 1 1 1 
e 1 — l z 2 + 12 Z 720 


11. Usar el desarrollo 
1 


1 1 1 

— ^ --b 


z 2 senh z z 3 6 z 360 


Z + 


(0 < |z| < 2n). 


(0 < |z| < n) 


del Ejemplo 2, Section 52, para demostrar que si C es el tirculo |z| = 1, en sentido 
positivo, entonces (vease Ejemplo 1, Sec. 48) 


dz 

c z 2 senh z 


ni 

"T 


12. Sea/una funcion analitica en z 0 y tal que f(z 0 ) = 0. Usando series, demostrar que 


lim JQ— = /'(2 0 ). 

z-*zq Z Zq 


Indicar como se deduce este resultado directamente de la definition de f'(z 0 ). 

13. Sean/y g analiticas en z 0 , con/(z 0 ) = g{z 0 ) = 0, mientras que g'(z 0 ) # 0. Demostrar 
que 


z-ro g(z) g'(z 0 ) 

14. Probar que si/es analitica en z 0 y/(z 0 ) = /'(z 0 ) = ••• = / (m »(z 0 ) = 0, entonces la 
funcion definida como 


r m 


g(z) = 


(* - z 0 r 

J/n + 1)! 


si z# z 0 ._ 
si z = z 0 


es analitica en z 0 . 

15. Verificar por induction matematica la formula [3], Section 52, para la n-esima 
derivada del producto de dos funciones. 

16. Sea / una funcion entera que viene representada por una serie de la forma 

f(z) = z + a 2 z 2 + a 3 z 3 + ••• (|z| < oo). 

a) Derivando la funcion compuesta g(z ) = /[/(z)] sucesivamente, hallar los tres 
primeros terminos no nulos del desarrollo en serie de Maclaurin para g(z) y 
demostrar asi que 


b) Obtener el resultado de la parte a) de manera formal escribiendo 

/[./(til =/(z) + a 2 U(z)V + « 3 [/(z )] 3 + -• 

sustituyendo f(z) en la derecha por su representation en serie, y reuniendo 
despues los terminos en potencias iguales que z. 

c) Aplicando el resultado de la parte a) a la funcion /(z) = sen z, probar que 

sen (sen z) = z — |z 3 + ••• (|z| < <x>J. 


17. Los numeros de Euler son los numeros E„ (n = 0, 1, 2, ...) en el desarrollo en serie 
de Maclaurin 


1 

cosh z 


oo f 

= Y — 

n = 0 n\ 


(|z| < 71/2). 


Explicar por que esa representation es valida en el disco indicado y por que 
Ein+i = 0 (n = 0, 1, 2, ...). Probar entonces que 

E 0 =1, E 2 = -1, £ 4 = 5, y E 6 = -61. 


/[/(ti] = z + 2 a 2 z 2 + 2{a\ + a 3 )z 3 + ■■■ 


(|z| < 00 ). 
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CAPITULO 

_ SEIS 

RESIDUOS Y POLOS 


El teorema de Cauchy-Goursat (Sec. 35) afirma que si una funcion es analitica en 
todo punto interior a un contomo cerrado simple C y en los puntos del propio C, 
el valor de la integral de la funcion a lo largo de ese contomo es cero. Sin 
embargo, si la funcion no es analitica en un numero finito de puntos interiores 
a C, existe, como veremos en este capitulo, un numero especifico, llamado resi- 
duo, con que cada uno de esos puntos contribuye a la integral. 

Desarrollamos aqui la teoria de los residuos e ilustramos su uso en ciertas 
areas de Matematica aplicada. Comenzamos el capitulo con algunas cuestiones 
preliminares sobre singularidades de funciones. 


53. RESIDUOS 

Recordemos (Sec. 20) que un punto z 0 se llama un punto singular de la funcion / 
si/"no es analitica en z 0 pero es analitica en algun punto de todo entorno de z 0 . 
Un punto singular se dice que es aislado si, ademas, existe un entorno punteado 
o < \z - z 0 | < fi de z 0 en el que / es analitica. 

Ejemplo 1. Como 1/z es analitica en todo punto excepto en z = 0, el origen es 
un punto singular aislado de esa funcion. 

Ejemplo 2. La funcion 


z + 1 
2 3 (z 2 + 1) 

tiene los tres puntos singulares aislados z = 0 y z = + z. 

Ejemplo 3. El origen es un punto singular de Log z, pero no es punto singular 
aislado, pues todo entorno punteado del origen contiene puntos del eje real 
negativo, en los que Log z no es analitica (vease Sec. 26). 



Ejemplo 4. La funcion 


1 

sen (n/2) 

tiene los puntos singulares z = 0 y z = \/n (n = ± 1, ±2,...), situados todos en el 
segmento del eje real entre z = -1 y z = 1. Cada punto singular, salvo z = 0, es 
aislado. El punto singular z = 0 no es aislado porque todo entorno punteado del 
origen contiene otros puntos singulares de la funcion. 


Si z 0 es un punto singular aislado de una funcion f existe un numero positivo 
R 2 tal que /(z) es analitica en todo z que cumpla 0 < |z — z 0 | < R 2 . En 
consecuencia, la funcion viene representada por una serie de Laurent 


f( z ) = £ a n( Z ~ Z oT + 


b 1 


Z — Zn 


+ 


<^F + - + rt + "' [1] 

(0 < |z - z 0 1 < R 2 ), 


donde los coeficientes a„ y b n tienen ciertas representaciones integrales (Sec. 47). 
En particular. 


1 f /( z ) dz 

2ni J c (z - z 0 )~ n + 1 


(n = 1, 2, ...) 


donde C es cualquier contorno cerrado simple positivamente orientado en tomo 
a z 0 y contenido en el dominio 0 < |z - z 0 | < R 2 . Cuando n = 1, esta expresion 
para b„ puede escribirse 


J f(z)dz = 2nib x . [2] 

El numero complejo b u que es el coeficiente de l/(z — z 0 ) en el desarrollo [1], se 
llama el residuo de / en el punto singular aislado z 0 . A menudo usaremos la 
notation 

Res /(z), 

Z = zo 

o simplemente B cuando z 0 y / esten claramente indicados, para denotar el 
residuo b x . 

La Ecuacion [2] proporciona un metodo util para evaluar ciertas integrales 
sobre contornos cerrados simples. 

Ejemplo 5. Consideremos la integral 

J.<nnF* [3] 


190 
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donde C es el circulolzl = 2, positivamente orientado. El integrando, analltico en 
todo el piano salvo en el punto z = 1, tiene una representation en serie de 
Laurent valida en el dominio 0 < |z - 1| < oo. Luego, por [2], el valor de la 
integral [3] es 2ni veces el residuo del integrando en z = 1. Para calcular ese 
residuo, recordamos el desarrollo en serie de Maclaurin 


e* = Z - 

n = 0 n\ 


(|z| < oo) 


y usarlo para escribir 


p-z _-i_-(z-d oo / iy 

e _ e e _ V '__L (_ _ IVi-2 

(z — l) 2 (z - l) 2 n=o ri\e 


(0 < |z — 11 < oo). 


En esta serie de Laurent, que se puede escribir en la forma [1], el coeficiente de 
l/(z — 1) es el numero buscado —1/e. Por tanto, 


(z - 1) : 


, 2ni 

- dz = ——• 


Ejemplo 6. Probemos que 


’ /1 \ 
exp I •~2 J dz = 0, 


siendo C el mismo que en el Ejemplo 5. Como 1/z 2 es analitica en todas partes 
salvo en el origen, tambien el integrando lo es. El punto singular aislado z = 0 es 
interior a C, y con ayuda de la serie de Maclaurin [4] podemos escribir el 
desarrollo en serie de Laurent 


/ 1 \ , 11 11 11 
e,,p ? = 1 + i!? + 2!? + 3!? + 


(0 < \z\ < oo). 


El residuo del integrando en su punto singular aislado z = 0 es, por tanto, cero 
(b 1 = 0); y eso demuestra [6], 

Este ejemplo nos recuerda que aunque la analiticidad de una funcion dentro 
de y sobre un contorno cerrado simple C es condicion suficiente para que el valor 
de la integral sobre C sea cero, no es condicion necesaria. 


recorre en sentido positivo, el valor de la integral de / a lo largo de C es 2ni veces 
la suma de los residuos en esos puntos singulares. 

Teorema. Si C es un contorno cerrado simple positivamente orientado , dentro 
del cual y sobre el cual una funcion f es analitica a excepcion de un numero 
finito de puntos singulares z k (k = 1, 2, ..., n) interior a C, entonces 

f f(z)dz = 2ni £ Res /(z). [1] 

Jc k=l z = z k 

Para demostrarlo, tomemos los puntos singulares z k (k = 1, 2, ..., ri) como 
centros de circulos C k positivamente orientados, interiores a C y tan pequenos 
que cualesquiera dos de ellos sean disjuntos (Fig. 52). Los circulos C k junto con el 
contorno cerrado simple C forman la frontera de una region cerrada sobre la que 
/es analitica, y cuyo interior es un dominio multiplemente conexo. En consecuen- 
cia, de acuerdo con la extension del teorema de Cauchy-Goursat para tales 
regiones (Teorema 2, Sec. 38). 


f(z)dz - £ f(z) dz = 0. 
Jc *= i Jc fc 


Esto se reduce a la Ecuacion [1] porque (Sec. 53) 


I /(z) dz = 2ni Res /(z) (k = 1, 2, ..., ri), 

J C k z = z k 


y la demostracion esta completa. 


a Ci (y) c » 

e O y 


Figura 52 


54. EL TEOREMA DE LOS RESIDUOS 

Si una funcion / tiene solo un numero finito de puntos singulares interiores a un 
contorno cerrado simple dado C, han de ser aislados. El proximo teorema es un 
enunciado preciso del hecho de que si ademas / es analitica sobre C, y c se 


Ejemplo 1. Utilicemos el teorema para calcular la integral 


5z - 2 
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singularidades z = 0 y z = 1, ambas interiores a C. Podemos hallar los residuos 
B l en z = 0 y B 2 en z = 1 gracias a la serie de Maclaurin 


1 — z 


= 1 + z + z 2 + 


(|z| < 1). 


En primer lugar escribimos, para el dominio 0 < |z| < 1. El desarrollo de 
Laurent 


5z — 2 /5z-2V-l 

z(z - 1) _ V z )\l-Z 


5 — 1 — z — z 2 — •••) = - — 3 — 3z — 

- z z 


del integrando y concluimos que B t = 2. A continuation, observamos que 
cuando 0 < |z — 1| < 1, 


5z - 2 

"5(z - 1) + 3T 

l 

z(z - 1) 

2—1 

1 + (Z - i)J 


= ( 5 + — f j[l - (z - 1) + (z - l) 2 - 


El coeficiente de l/(z — 1) en el desarrollo en serie de Laurent valido para 
0 < |z — 1| < 1 es, por tanto, 3. Asi pues, B 2 = 3, y 


5z - 2 
z(z - 1) 


dz = 2ni(B l + B 2 ) = lOni. 


En este ejemplo, claro esta, es mas sencillo expresar el integrando como suma 
de sus fracciones parciales. Entonces 


5z- 2 


f 2 f 3 

- -dz + - -dz = 4ni 4- 6ni = 10 ni. 

J c z Jc Z - 1 


Jc z(z - 1) Jc z Jc z - 1 
(Vease tambien el Ejemplo 2, abajo.) 

Si la funcion / en el enunciado del teorema de los residuos es, ademas, 
analitica en todo punto del piano finito exterior a C, resulta a veces mas eficiente 
calcular la integral de / sobre C hallando un solo residuo de una cierta funcion 
relacionada. Concretamente, podemos sustituir [1] por la ecuacion * 


1 \ 

f(z) dz = 2ni Res -j /( - 
c z=o z \z 


* Este resultado aparece en la teoria de residuos en el infinito, que no trataremos aqui. Para ver 
los detalles de esa teoria, puede consultarse, por ejemplo, W. Kaplan, Advanced Mathematics for 
Engineers, pp. 637-639, 1981. 
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Para deducir la expresion [3] construimos un circulo |z| = R lo bastante 
grande como para que el contorno C sea interior a el. Entonces, si Cq denota un 
circulo positivamente orientado |z| = R 0 , con R 0 > R, sabemos por el teorema 
de Laurent (Sec. 47) que 


/(Z) = Z C n? 


{R < \z\ < oo), 


donde 


.-Lf 

2 ni J c 


/(z) dz 


{n = 0, ±1, ±2, ...). 


Puesto que la condicion de validez de la representation [4] no es del tipo 
0 < |z| < R 2 (vease Sec. 53), el coeficiente c_ t no es el residuo de/en el punto 
z = 0, que puede incluso no ser punto singular de f Pero si sustituimos z por 
1/z en [4] y en su condicion de validez, vemos que 


1 1\ _ C„ C„ _ y, C n - 2 

~l2 } I ” / i-4 n=-cc -n +2 2^ _#t 

Z \z / n= -QO Z „=- cc Z 


(0 < |z| < 1/R) 


y por tanto que 


1 /1 

c-t = R esil/ - 

z=0 Z \Z 


Asi pues, si escribimos n — — 1 en la Ecuacion [5] y usamos entonces [6] para 
sustituir c_i, encontramos que 

j f(z)dz = 27u'Res 

Jco 2 = 0 Z \ z / 

Finalmente, como / es analitica en la region cerrada acotada por C y C 0 , el 
Corolario 2 de la Section 38 produce el resultado deseado [3]. 

Ejemplo 2. En el Ejemplo 1, el integrando 


m = 


5z - 2 
z(z - 1) 


es analitico en todo z exterior al circulo C. Como 




- 2 1(1 + z + z 2 + •■•) = 


io.net 


= —h 3 + 3z + ••• 
2 


(0 < |z| < 1), 
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vemos que el residuo a utilizar en la Ecuacion [3] es 5. Por tanto, 

5z ~ 2 dz = 2ni{5) = 10th, 


jc A? ~ A 
como ya demostramos en el Ejemplo 1. 

55. PARTE PRINCIPAL DE UNA FUNCION 

Hemos visto que si una funcion / tiene un punto singular aislado z 0 , puede 
representarse por una serie de Laurent 


® b , U 2 

f(A = E a n (z - z o y + --— + — — , 

n = 0 Z — Z 0 (Z Z 0 ) 


h’’ - + ... + -^- + ...[1] 

■ 2 + (z - z 0 r L J 


en un dominio 0 < |z - z 0 | < _R 2 , centrado en ese punto. La portion de la serie 
que contiene potencias negativas de z - z 0 se llama la parte principal defen z 0 . 
Ahora usaremos la parte principal para distinguir entre tres tipos de punto 
singular aislado. El comportamiento de / cerca de z 0 es fundamentalmente dife- 
rente en cada caso. 

Si la parte principal de / en z 0 contiene al menos un termino no nulo, pero el 
numero de tales terminos es finito, existe un entero positivo m tal que 

b m ± 0 y b m+1 = b m+2 = ••• = 0. 

Esto es, el desarrollo [1] adopta la forma 

00 b 1 b 2 b m 

/W - i o »,(z - z„r + J—, + jpny + - + ra 

(0 < |z — z 0 1 < R 2 ), 

donde b m # 0. En tal caso, el punto singular aislado z 0 se llama un polo de orden 
m. Un polo de orden m = 1 se llama un polo simple. 


Ejemplo 1. Notese que la funcion 

z 2 — 2z + 3 3 „ , , *r ^ , 3 

z — 2 " z + F^“ 2+(Z * 2) + 7^2 
tiene un polo simple en z = 2, con residuo 3. 


(0 < |z - 2| < oo) 


Ejemplo 2. La funcion 


senh z 1 / z- z" z' 
-^— = ^z + — + — + — + 


3! 5! 


7! 


1111 1 , 

- ? + 3! z + 5! Z + 7! Z + 


(0 < \z\ < oo) 


tiene en z = 0 un polo de orden 3, con residuo 1/6/ 

Se puede probar (Ej. 10, Sec. 57) que /(z) siempre tiende a infmito cuando z 
tiende a un polo. 

Cuando la parte principal de / en z 0 tiene infinitos terminos no nulos, ese 
punto se llama un punto singular esencial. 


Ejemplo 3. La funcion 


exp 


oo 1 1 

y _LJ_ 

n = 0 nl z" 


(0 < |z| < oo) 


tiene un punto singular esencial en z = 0. Su residuo en el es 1. 

Un importante resultado relativo al comportamiento de una funcion cerca de 
un punto singular esencial se debe a Picard. Afirma que en todo entorno de un 
punto singular esencial, una funcion alcanza todo valor finito, con una unica posible 
excepcion, un numero infmito de veces. No demostraremos el teorema de Picard, 
pero si uno relacionado en el Capitulo 12 (Sec. 104)*. 

Ejemplo 4. Como ilustracion del teorema de Picard, probemos que la funcion 
exp (1/z) del Ejemplo 3 toma el valor — 1 un numero infmito de veces en cada 
entorno del origen. Para ello, recordemos de la Section 23 que exp z = — 1 
cuando z = (2n + 1 )ni {n = 0, ± 1, ±2, ...). Esto significa que exp (1/z) = — 1 en 
los puntos 


1 


z = 


(2 n + 1)7 li 


(n = 0, ±1, ±2, ...), 


y hay un numero infmito de esos puntos en cualquier entorno dado del origen. 
Como exp (1/z) # 0 para todo z, cero es el valor excepcional que el teorema de 
Picard advierte que puede no ser alcanzado por la funcion. 

Si todos los coeficientes b„ de la parte principal de / en un punto singular 
aislado z 0 son cero, el punto z 0 se llama un punto singular evitable de f. En tal 
caso, la serie de Laurent [1] contiene solo potencias no negativas de z — z 0 , y la 
sene es, de hecho, una serie de potencias. Notese que el residuo en un punto 
singular evitable es siempre cero. Si defmimos /(z) en z 0 como a 0 , la funcion pasa 


* Una demostracion del teorema de Picard puede verse en la Seccion 51 del Volumen I del libro 
de Markushevich citado en el Apendice 1. 
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a ser analitica en z 0 (vease Sec. 50). Asi pues, una funcion/con un punto singular 
evitable puede hacerse analitica en ese punto sin mas que asignarle un valor 
adecuado en el. 

Ejemplo 5. Sea, por ejemplo, la funcion 

e 2 — 1 1/ z z 2 z 3 \ 

f{z) = = ^ ( 1 + I[ + 2! + 3! + - - 1 ) “ 


, z z" 

= 1 + 2! + 3! + 


(0 < |z| < oo). 


El punto z = 0 es un punto singular evitable. Si hacemos /(0) = 1 la funcion 
pasa a ser entera. 

EJERCICIOS 

1. En cada caso, escribir la parte principal de la funcion en su punto aislado y determi- 
nar si se trata de un polo, un punto singular esencial o un punto singular evitable. 
/I \ z 2 sen z _ cos z 1 


a) z exp 


1 + z’ 


(2 - z) 3 


2. Probar que el punto singular de cada una de estas funciones es un polo. Determinar 
el orden del polo y calcular el correspondiente residuo B. 


1 — cosh z 


1 — exp (2z) 


exp (2z) 

(z - l ) 2 


Sol. a) m = 1, B = -1/2; b) m = 3, B = -4/3; c) m = 2, B = 2e 2 . 


3. Hallar el residuo en z = 0 de la funcion 


a) 2 

2 + Z 


1 /l\ z — sen z cotg z senh z 

r? : zcos w ; c) —;— ; } e) 

Sol. a) 1; b) -1/2; c) 0; d) -1/45; e) 7/6. 


4. Calcular, usando residuos, las integrales de las funciones siguientes sobre el circulo 
z = 3, positivamente orientado: 


exp ( —z) 


b) z 2 exp 


z + 1 
z 2 — 2 z 

Sol. a) —2 ni; b) ni/3; c) 2 ni. 


5. Sea / una funcion analitica en un punto z 0 . Probar que 

a) Si /(z 0 ) = 0, entonces z 0 es un punto singular evitable de la funcion 

,. m 

g(z) =-; 
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Si f(z 0 ) 0, el punto z 0 es un polo simple de la funcion g de la parte a), con 

residuo /(z 0 ). 

6. Usar [3], Section 54, para calcular la integral de / a lo largo del circulo |z| = 2 
positivamente orientado, cuando / es 

^ z5 1,1 
a) 1 - z 3 ’ b) 1 H- z 2 ’ C) z 

*' _ 

Sol. a) -2ni- b) 0; c) 2ni. 

7. Sean P(z) y Q(z) dos polinomios de grados respectivos n y m, con m - n ^ 2. 
Usar la expresion [3], Section 54, para probar que si todos los ceros de Q(z) son 
interiores a un contorno cerrado simple C, entonces 

fS* = 0. 


[Comparar con el Ej. 66).] 


8 . Sea C el circulo |z| — 1, positivamente orientado. Seguir los pasos indicados para 
demostrar que 




- ) dz = 2 ni Y - 

z/ „ = o «!(« + 1)! 


a) Usando el desarrollo en serie de Maclaurin para e z y el Teorema 1, Section 50, 
que justifica la integration termino a termino, escribir la integral anterior como 


£If 

--0 m J t 


z" exp dz. 


b) Gracias al teorema de los residuos de la Section 54, evaluar las integrales que 
aparecen en la parte a ) para conluir el resultado deseado. 


56. RESIDUOS EN LOS POLOS 

El metodo basico para hallar el residuo de una funcion en un punto singular 
aislado z 0 consiste en mirar el coeficiente de l/(z - z 0 ) en la serie de Laurent. Si 
z 0 es un punto singular esencial no ofrecemos otro metodo. Pero en lo referente a 
polos, se dispone de algunas formulas utiles que ahora deduciremos. 
Supongamos que una funcion f(z) se puede escribir en la forma 


/(z) = 

z - z 0 

donde 0(z) es analitica en z 0 y <j>(z 0 ) ^ o. Del desarrollo en serie de Taylor 
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w , w t , <A"( Z <>) , 2 , 4>"\Zo) , 3 r.-, 

<p(z) = (f>(z 0 ) H (z - z 0 ) 3 2 !— ( z — z o) H - 3 ! ^ z _ Z(d + [2] 


La funcion <f>(z) es entera, y <j>(i) = / # 0. Por tanto, / tiene en z = z un polo 
de orden 3. El residuo es 


que es valido en un disco abierto |z — z 0 | < R 2 , se sigue que 
,, , </>( z o) , 4>\^) , r'(z o) , «o) 

+ ip + “pi ^ z ~ ° } + — 3 ~ (z " Zo) + 

(0 < |z — z 0 | < R 2 ). 

Dado que esta es la unica representation en serie de Laurent para / en el dominio 
0 < |z — z 0 | < R 2 , y puesto que (j>{z 0 ) # 0, es claro que f tiene un polo simple en 
z 0 , con residuo 

b = <f>(z 0 ) [3] 

Ejemplo 1. La funcion /(z) = (z + l)/(z 2 + 9) tiene un punto singular aislado 
en z = 3z y puede escribirse como 

/(*) = ^ Z \ ■ donde <M Z ) = I + 3- ' 

Como <p(z) es analitica en z = 3 i y 4(3 - /)/6 ^ 0, ese punto es un polo simple 
de/; el residuo es (3 — i)/ 6. El punto z = -3z es tambien un polo simple de/, 
con residuo (3 + 0/6- 

La discusion anterior puede extenderse a funciones del tipo 


m = 


(z - z 0 r 


(m = 2, 3, ...), 


donde <p(z) es analitica en z 0 y <j)(z 0 ) ± 0. Porque la serie [2] permite escribir 

(t>(z 0 ) , Pz 0 )/1! , 4>"(z 0 )/ 2! , 4> ,m - u (z 0 )/(m - 1)! 

/(*) = 7Z - —rn + 71-77^ + 7T 7 v»-2 + - +-77T;-+ 


(z-z 0 r (Z - z 0 ) m - 1 (z-z 0 f 

+ L —i— ( z - z o) 
n = m n! 


z - z 0 


(0 < |z — z 0 1 < /? 2 ); 


y esto demuestra que / tiene un polo de orden m en z 0 , con residuo 

_ <p m - l \z 0 ) 

1 (m - 1)! 


bi = ^T = 3 ‘- 


Es facil probar (Ej. 9, Sec. 57) que si una funcion / tiene un polo en un punto 
z = z 0 , entonces /(z) siempre se puede expresar en la forma [1] o [4]. A pesar 
de ello, la identification de un punto singular aislado como polo de cierto orden 
suele lograrse mas eficazmente recurriendo directamente a la serie de Laurent. 

Ejemplo 3. Si se desea calcular, por ejemplo, el residuo de la funcion /(z) = 
= (senh z)/z 4 en la singularidad z = 0, seria incorrecto escribir /(z) = </>(z)/z 4 , 
con 4>(z) = senh z, e intentar aplicar la formula [5] con m = 4. Porque es 
necesario que 4>(z 0 ) # 0 para poder aplicar [5]. La manera mas sencilla de hallar 
el residuo en z = 0 consiste en escribir unos pocos terminos de la serie de 
Laurent de /, como se hizo en el Ejemplo 2 de la Section 55. Alii se vio que 
z = 0 es un polo de tercer orden y que el residuo es 1/6. 

A veces el uso de la serie se puede combinar eficazmente con las formulas [3] 
o [5], 

Ejemplo 4. Como z{e* — 1) es entera y sus ceros son z = 2nni (n = 0, +1, ±2 ,...), 
el punto z = 0 es claramente un punto singular aislado de la funcion 


m = 


z(e z - 1) 


De la serie de Maclaurin 


z z 2 z 3 


eZ=1+ l! + 2! + 3! + 


(|z| < go), 


;s vemos que 


z(e z - l) = z(—+ - + —+ ••• ) = z 2 ( 1 + - + -+••■ 

; V1! 2! 3! / V 2! 3! 


(|z| < co). 


Ejemplo 2. Si f(z) = (z 3 + 2 z)/(z — z) 3 , entonces 


Luego 


f(z) = donde (f>{z ) = z 3 + 2z. 

(z — z) 3 
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Puesto que <f> es analitica en z = 0 y $(0) = 1 # 0, el punto z = 0 es un polo 
de segndo orden; y, segun [5], el residuo es b l = </»'(0). Y como 

,,, . _ -(1/2! + 2z/3! + •••) 

(1 + z/2! + z 2 /3! + •••) 2 


en un entorno del origen, b t = — 1/2. 

El residuo puede asimismo calcularse dividiendo 1 por la serie de z(e 2 - 1), o 
bien multiplicando por 1/z la serie de Laurent de l/(e z — 1) del Ejercicio 106), 
Section 52. 


57. CEROS Y POLOS DE ORDEN m 

Si / es una funcion analitica en z 0 , entonces es analitica en algun entorno 
|z - z 0 | < R 0 de z 0 ; y sabemos por el teorema de Taylor (Sec. 45) que 

/(z) = Uo + Z fl »( Z ~ Z o)" (l Z — z ol < [1] 

U = 1 

donde a 0 = /(z 0 ) y a-f (n) (z 0 )/n\ (n = 1, 2,...). Si, ademas,/(z 0 ) = 0 pero existe un 
entero positivo m tal que / <m) (z 0 ) # 0 y todas las derivadas de ordenes infenores 
se anulan en z 0 , se dice que / tiene en z 0 un cero de orden m. En ese caso, el 
desarrollo [1] se convierte en 

/(Z) = (Z - Z 0 f £ <*». + „(* - ^o)" (k - Z ol < *«), [2] 

n = 0 

donde a m # 0. Como las series de potencias convergentes representan siempre 
funciones analiticas (Sec. 50), se deduce de [2] que 

/(z) = (z - z 0 r*(zX [3] 

donde g es analitica en z 0 y g(z 0 ) / 0. 

Supongamos, por otra parte, que existe un entero positivo m tal que una 
funcion dada/se puede escribir en la forma [3], donde g es analitica y no nula en 
z 0 . Entonces existe un entorno |z - z 0 | < R 0 de z 0 en el que 


1 
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Ceros y polos de orden m estan estrechamente vinculados. En efecto, ahora 
podemos probar que cuando dos funciones p y q son analiticas en un punto z 0 , y 
p(z 0 ) # 0, el coeficiente p(z)/q{z) tiene un polo de orden m en z 0 si y solo si q tiene 
un cero de orden m alii. 

La verification de esta afirmacion es facil y se basa en las dos observaciones 
siguientes relativas a dos nuevas funciones <p(z) y g(z), con propiedades a deter- 
minar: 


i C- pW 
a) Si — = 

-,<7(z) 


, entonces q(z) = (z - z 0 ) m 

(z - z 0 r <t>{z) 


, p(z) p(z)/g(z) 
b) Si q(z) = (z - z 0 ) m g(z), entonces — = 


q(z) (z - z 0 f 


Primero, supongamos que p(z)/q{z) tiene un polo de orden m en z 0 , en cuyo caso 
tiene la forma indicada en a) (vease Ejerc. 9). Como </>(z) es analitica y no nula en 
z 0 , lo mismo es cierto para el cociente p(z)/<f)(z) en a); luego q tiene un cero de 
orden m en z 0 . Reciprocamente, si partimos del hecho de que q tiene un cero de 
orden m en z 0 , b) ensena que z 0 es un polo de orden m del cociente p{z)/q(z). 


Ejemplo 1. Sean las funciones enteras p(z) = 1 y q(z) = z(e z — 1). Puesto que 
9(0) = m = 0 y < 7 "( 0 ) = 2^0, 
q tiene un cero de orden 2 en el punto z = 0. Por tanto, el cociente 


Piz) = 1 

q(z) z(e z - 1) 

tiene un polo de orden 2 en z = 0. (Comparar con el Ejemplo 4, Sec. 56.) 

La discusion precedente sobre ceros y polos nos proporciona otro metodo util 
para identificar polos simples y hallar los residuos correspondientes. En concreto, 
deducimos que si dos funciones p y q son analiticas en un punto z 0 y 


I p(z 0 ) # 0, q(z 0 ) = 0, y q'(z 0 ) / 0, 


p entonces z 0 es un polo simple del cociente p(z)/q(z), y el residuo alii es 


f(z) = g(z 0 ){z - z 0 )" + 


g'(zp) 

1! 


(z - z 0 ) m+1 + 


g"(*o) 

2! 


(z - z o) 


itn + 2 


b ! = 


P(z 0 ) , 

q\z 0 ) 


[4] 


y, ya que esta es la representation en serie de Taylor de /, se sigue que ^ 

g <m) (zo)/" 1 ' = gi z o) # 0 y que f(z) y todas sus derivadas de orden menor que m 
se anulan en z 0 . Esto demuestra que la Ecuacion [3], con las condiciones impues- 
tas sobre la funcion g, puede usarse como caracterizacion alternativa de los ceros 
de orden m. 
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Para probar esto, sean py q como se ha dicho y observemos que, debido a las 
condiciones sobre q, z 0 es un cero de orden m = 1 de esa funcion. Elio significa 
que z 0 es un polo simple del cociente p(z)/q(z)\ y como 


q( z ) = (z - z 0 )g(z), 


[5] 
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con g analitica y no nula en z 0 , ese cociente puede escribirse 

P(z) = P(z)/g(z) 
q(z) z - z 0 


[ 6 ] 


Es evidente que el residuo de p{z)/q(z) en z 0 es b i = p(z 0 )/g(z 0 ). Pero g(z 0 ) = 
= q'(z 0 ), como se ve derivando cada lado de la Ecuacion [5] y haciendo z = z 0 . 
As! se obtiene la expresion [4], 


Ejemplo 2. Consideremos la funcion 


/(z) = cotg z = 


cos z 

-» 

sen z 


que es cociente de las funciones enteras p(z) = cos z y q(z) = sen z. Las 
singularidades de ese cociente ocurren en los ceros de q, o sea, en los puntos z = 
= nn (n = 0, ±1, ±2,Como p{nn) = (— 1)" # 0, q(nn) = 0, y q'(nn) = (-l)"^0, 
cada punto singular es un polo simple, con residuo 




P(nn) 

q\nn) 


Ejemplo 3. Hallemos el residuo de la funcion /(z) = z/(z 4 + 4) en el punto 
singular aislado z 0 = e ™ 14 = 1 + i poniendo p(z) = z y q(z) = z 4 + 4. 

Como z 0 es un cero de q y p(z 0 ) = z 0 # 0,/ tiene en z 0 un polo simple. El resi¬ 
duo es 


1 4 z 2 0 8 i~ 8' 

Aunque este residuo puede hallarse por el metodo de la Seccion 56, el calculo es 
algo mas engorroso. 

Existen formulas similares a [4] para residuos en polos de orden mas alto, 
pero son mas complicadas y, en general, poco practicas. 


EJERCICIOS 

1. Demostrar en cada caso que los puntos singulares son polos. Determinar el orden de 
cada polo y el residuo correspondiente B. 



Sol. a) m = 1, B = 3 ; b) m = 3 , B = - 3 / 16 ; 
c) m = 1, B = 1; f) m = i; B = (1 + i)/^. 

2. Probar que el punto z = 0 es un polo simple de la funcion /(z) = cosec z y oue su 

residuo es 1, J M 

a) apelando a la serie de Laurent para / expuesta en el Ejercicio 10a) Seccion 52- 

b) aplicando los resultados de la Seccion 57. 

3. Hallar el valor de la integral 


1 


3z 3 + 2 


;dz. 


)c (z - l)(z 2 + 9) 
en sentido positivo a lo largo del circulo a) |z — 2| = 2; b) |z| = 4 

Sol. a) Tti\ b) 6ni. 

4. Hallar el valor de la integral 

dz 

. c z 3 (z + 4)’ 

en sentido positivo a lo largo del circulo a) |z| = 2; b) jz + 2| = 3 

Sol. a) 7t;/32; b) 0. 

5. Sea C el circulo |z| = 2, positivamente orientado. Calcular las integrales 

a) f tg z dz; b) f — -• c ) f cosh nz dz 

Jc J c senh 2z’ J c z (z 2 + 1) 

Sol. a) ~4ni; b) —ni ; c) 4ni. 

6. Usar [3] Seccion 54, refenda a un solo residuo, para calcular la integral de f(z) a 
lo largo del circulo |z| = 3 positivamente orientado, cuando f(z) es 


a) 


(3 z + 2) 2 


z(z - l)(2z + 5)’ 


b) 


z 3 (l ~ 3z) 

(1 + z)(l + 2z 4 )’ 


c) 


!z 


z"e 


1 + z 3 


Sol. a) 9ni; b ) — 3tci; c) 2 ni. 

7. Probar que si C es el circulo |z| = 8, positivamente orientado, entonces 


— f 

2ni J c 


2ni ) c senh 


- dz = 1 - 2 cos nt + 2 cos 2 nt. 


, z 2 + 2 /• z y 

a) T-r b) ( 27 TtJ ; c) tghz; 

z 1/4 

D j {\z\ > 0, 0 < arg z < In). 


d) 


exp z 
z 2 + n 2 ’ 


e ) 


cos z 
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J una funcion analitica que tiene un cero en z 0 pero no es identicamente nula en 
mgun entorn ° de Zo Explicar por qu6 2o debe ser un cero de a|g - n orden positivo m 

/■A contmuacion, usando la caracterizacion [3], Seccion 57, de un tal cero, 
demostrar que/(z) * 0 sobre un entorno punteado 0 < |z - z 0 | < £ de z 0 . Probar 
i que los ceros de una funcion analitica no identicamente nula son aislados. 
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Sugerencia: Recordar de la Section 14 que una funcion es no nula sobre algun 
entomo de todo punto en el que sea continua y no nula. 

9. Supongamos que f(z) tiene un polo de orden wenz = z 0 , de m °do que admite un 
desarrollo en serie de Laurent del tipo 
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Sugerencia: Notese que z 0 es un cero de orden m = 1 de la funcion q , de manera 
que la Ecuacion [5], Section 57, es valida. Entonces escribimos 


/(z) = v .— * , 2 donde 

yz — z 0 ) 


<f>(z) = 


1 

k(z)] 2 


/(z)= Z a„( z " 

n = 0 


■ z 0 r+ 




+ 


z - z 0 (z - z 0 ) : 


■+ ••• + 


(Z-Zof 


(0 < |z — z 0 | < « 2 )> 


con # 0 (Sec. 55). Sea 0(z) una funcion defmida en el disco abierto \z - z 0 \ < 
< R 2 por medio de las ecuaciones <j>(z) = (z - z 0 ) m /(z) (0 < |z - z 0 l < ^ 2 ) y 
^( Zo ) = Demostrar que 4>(z) admite representation en serie de potencias de 
z - z 0 y por tanto es analitica en z 0 . Probar asi que si una funcion f tiene un polo de 
orden m en un punto z 0 , entonces se puede escribir en la forma 


La forma deseada del residuo b t = 4>'(z 0 ) se puede obtener probando que q'(z 0 ) = 

= g(z 0 ) y tf"(z 0 ) = 2g'(z 0 )- 


13, Aplicar el resultado del Ejercicio 12 para hallar el residuo en z = 0 de la funcion 

1 


a) cosec 2 z; b) 


(z + z 2 ) 2 


m = 


<fr(z) 

(z - z 0 r’ 


donde 4>(z) es analitica en z 0 y <j>(z 0 ) # 0. (El reciproco de esta afirmacion se vio en la 

Sec. 56.) „ ... 

10. Sea / una funcion con un polo de orden m en el punto z = z 0 . Con ayuda de la 
expresion obtenida en el Ejercicio 9, probar que 1 /f(z) tiende a cero al tender z hacia 
z 0 , y por tanto que (Sec. 13) 


lim /(z) = 00 . 

Z~*Zo 


Sol. a) 0; b) — 2. 

14. Sea C N el contorno, positivamente orientado, del cuadrado cuyos lados estan sobre 
las rectas 

x = ±(N + 1/2)* e y — ±(n + 1/2)*, 
donde N es un entero positivo. Demostrar que 

dz 


c„ 


2nl 7 + 2 Z —TT ’ 

6 „= 1 n z n 2 _ 


11. Probar que 

r dz _ ti 

J c (z 2 - l) 2 + 3 ” 2^2 

donde C es el contorno, positivamente orientado, del rectangulo cuyos lados estan 
sobre las rectas x = +2, y = 0, e y = 1. 

Sugerencia: Observando que los cuatro ceros del polinomio q(z) = (z 2 - l) 2 + 3 
son las raices cuadradas de los numeros 1 ± ^/3 i, probar que l/q(z) es una funcion 
analitica dentro de y sobre C excepto en los puntos z 0 = (^/3 + i)/^/2 y —z 0 = — ( 
_^3 - 1 - Aplicar entonces el metodo de la Section 57 para identificar polos 

simples y hallar el residuo correspondiente. 

12. Sea 


m = 


1 

[<7(z)] 2 ’ 


siendo la funcion q analitica en z 0 , q(z 0 ) = 0, y q'(z 0 ) =£ 0. Probar que z 0 es un polo 
de orden 2 de la funcion f con residuo 


Entonces, utilizando el hecho de que el valor de esta integral tiende a cero cuando N 
tiende a infinito (Ej. 16, Sec. 33), argumentar como se deduce que 

f (~1)" +1 = ^ 

„=i n 2 12 


58. CALCULO DE INTEGRALES REALES IMPROPIAS 

Una importante aplicacion de la teoria de residuos es la evaluation de ciertos 
tipos de integrales definidas e impropias que aparecen en el analisis real. Los 
ejemplos tratados aqul y en las proximas tres secciones ilustran la aplicacion de 
la teoria. 

En analisis real, la integral impropia de una funcion continua f(x ) sobre el 
intervalo semi-infinito x ^ 0 se define como 


•00 

f(x)dx — lim 

0 R~* go 


f f(x)dx 


Jo 


[ 1 ] 


g"(z 0 ) 

[<7'(z 0 )] 3 


Cuando existe el limite de la derecha, se dice que la integral impropia converge; y 
su valor es el valor de dicho limite. 
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Si fix) es continua para todo x, la integral impropia 


fix) dx 


se define como 


fix) dx 


- lim r 
J - Ri 


f{x) dx + lim f{x)dx. 
Jo 


Cuando existen ambos limites individuates, la integral [2] converge, siendo su 
valor la suma de los de esos dos limites. Otro valor asignado a la integral [2] 
resulta util asimismo. Se trata del valor principal de Cauchy (P.V.) de la integral 
[2], que es el numero 


P.V. fix) dx = lim f{x) dx, 

J -00 R->00 J -R 


supuesto que ese limite exista. 

Si la integral [3] converge, el valor obtenido es el mismo que el valor 
principal de Cauchy. Por otra parte, si fix) = x, por ejemplo, el valor principal 
de Cauchy de [2] es 0, mientras que la integral no converge segun la definition 
[3], Pero supongamos que/es una funcion par, es decir,/(—x) = fix) para todo 
x real. Entonces, si el valor principal de Cauchy de la integral [2] existe, la 
integral [2] converge. Notese ademas que cuando / es par y algunas de las 
integrates [1] o [2] converge, tambien converge la otra. De hecho, 


fix) dx = - fix) dx. 


Supongamos ahora que el integrando en la integral [2] se puede escribir 

fix) = — 

fx) 

con p y q polinomios reales sin factores comunes, y donde q)x) no tiene ceros 
reales. Cuando la integral converge, su valor puede calcularse con frecuencia 
facilmente determinando su valor principal de Cauchy con ayuda de los residuos. 


Ejemplo. Probemos que la integral 


x 4 + 5x 2 + 4 


1 f" 2x 2 - 1 

2 . _ a, x 4 + 5x 2 4- 4 ' 
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converge, y hallemos su valor. Notese que la integral de la derecha representa la 
integral de la funcion 


2z 2 — 1 2z 2 — 1 

z 4 + 5z 2 + 4 = (z 2 + l)(z 2 + 4) 


fi Z i 4- . , A 


sobre el eje real en el piano complejo. Esta funcion tiene singularidades aisladas 
en los puntos z = + i, z = ±2i y es analitica en el resto del piano. 


y 


c 


-R 

R x 


Figura 53 


Cuando R > 2, los puntos singulares de / en el semipiano superior estan en el 
interior de la region semicircular acotada por el segmento z = x i~R ^ x ^ R) 
del eje real y la mitad superior del circulo |z| = R desde z = R hasta z = —R 
(Fig. 53). Integrando / en sentido positivo a lo largo del contorno de esa region 
semicircular, vemos que 


fix) dx + f(z) dz = IniiB, + B 2 ), [7] 

J -R Jc s 

..C 4 i) y-V 

donde B 1 es el't^^|^de / en el punto z = / y B 2 es el residuo en z = 2/. De 
acuerdo con la Section 56, basta hacer 


a \ M z ) a a mi ^ 2z 2 — 1 

/(z) = - ; donde 4>(z) = — 

z — I (z + i)(z 2 + 4) 

para ver que el punto z = /' es un polo simple, y B 1 = <p = — 1/(2/). El punto 
z = 2/ es tambien polo simple, con B 2 = 3/(4/). Por tanto, 27 t/(^ 1 + B 2 ) = n/2, 
y la Ecuacion [7] se puede poner en la forma 


fix) dx = - 

t ^ 


fiz) dz, 


valida para todo valor de R mayor que 2. 

Ahora probaremos que el valor de la integral de la derecha en la Ecuacion [8] 
tiende a cero cuando R tiende a infinito. Para ello, observemos que cuando 

M = R, 


)nario.net 


^ 2|z| 2 + 1 = 2R 1 + 1 
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y 

|z 4 + 5z 2 + 4| = |z 2 + l||z 2 + 4| ^ ||z| 2 - 111 |z| 2 - 4| = (R 2 - 1 ){R 2 - 4). 


Asi que si z es cualquier punto de C R , 


|/(z)| g M R donde M R 


2R 2 + 1 

{R 2 - l)(R 2 - 4)’ 


y eso significa que 


/(z) dz 
c, 


f M R nR, 


siendo nR la longitud del semicirculo C R . Como el numero 


M R nR = 


nR{2R 2 + 1) 
(R 2 - \)(R 2 - 4) 


[9] 


es un cociente de polinomios en R, con grado menor en el numerador que en el 
denominador, ese cociente tiende a cero cuando R tiende a infinito. Mas precisa- 
mente, si dividimos tanto el numerador como el denominador por R* y escri- 
bimos 



es evidente que M R nR tiende a cero. En consecuencia, a la vista de la desigual- 
dad [9], 


lim f 

Jc 


/(z) dz = 0. 


Se sigue, por tanto, de la Ecuacion [8] que 

C R 2x 2 - 1 


lim 

- R 


_ R x 4 + 5x 2 + 4 


dx = 


o sea 


n 

- 9 

2 


Como el integrando aqui es par, sabemos por los comentarios al inicio de esta 
section que la integral converge a su valor principal de Cauchy, y de acuerdo con 
la Ecuacion [6], 




2x 2 - 1 n 

r 4 + 5 a 2 + 4 4' 


[ 10 ] 


59. INTEGRALES IMPROPIAS EN LAS QUE APARECEN 
SENOS Y COSENOS 

La teoria de residuos resulta util a la hora de calcular integrales impropias 
convergentes del tipo 


j: 


f(x) sen ax dx 


•r. 


f{x) cos ax dx. 


[ 1 ] 


donde a denota una constante positiva. Al igual que en la Section 58, suponga- 
mos que/O) = p(x)/q{x), donde p y q son polinomios reales sin factores comu- 
nes. Ademas, q no tiene ceros reales. El metodo descrito en la Section 58 no es 
aplicable directamente ahora, pues sen z y cos z crecen como senh y o e ay , al 
tender y hacia infinito (Sec. 24). La modification ilustrada mas bajo viene sugeri- 
da por el hecho de que 


r 


f(x) cos ax dx + i 


fix) sen ax dx — 


f(x)e iax dx. 


junto con la observation de que el modulo e~ ay de e iaz es acotado en el semipiano 
superior y ^ 0. 


Ejemplo 1. Vamos a demostrar que 

cos 3x 


l 


{X 2 + 1) : 


dx = 


2n 


[ 2 ] 


Puesto que el integrando es par, basta probar que el valor principal de Cauchy de 
la integral existe, y hallar su valor. 

Introduzcamos la funtion 


m = 


i 


(z 2 + l) 2 


[3] 


P.V. 



2x 2 - 1 
x* + 5x 2 + 4 


dx 


it 

2 


y hagamos notar que el producto f(z)e l3z es analitico en todos los puntos del eje 
real y en el semipiano superior, exception hecha del punto z = i. La singularidad 
z — i esta en el interior de la region semicircular cuyo contorno consiste en el 
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segmento — R x ^ R del eje real y la mitad superior C R del circulo |z| = R(R > 
> 1) desde z = R hasta z = —R. Integrando f(z)e i3z a lo largo de ese contorno 
se obtiene 


'R g i3x 



f(z)e i3z dz. 


[4] 


donde 


B, = Res [/(z)e i3z ]. 

z — i 


Como 


f{z)e i3z = 


<p{z) 


„l3z 


donde </>(z) = 


(z - z) 2 - (r + 0 2 

el punto z = ies obviamente un polo del orden 2 de f(z)e l3z , y 

B i = W) = ^3' 

Igualando las partes reales de cada lado de la Ecuacion [4], encontramos que 


R cos 3x 2n „ 

dx = — r — Re 
e 3 


f(z)e' 3z dz. 


-R (x 2 + l) 2 

Finalmente, observemos que cuando z es un punto de C R , 

1 


I f(z) ^ M r donde M R 


(R 2 - l) 2 

y que |e i3z | = e~ 3y ^ 1 para ese punto. En consecuencia, 


Re 1 f(z)e i3z dz 

< 

f(z)e i3z dz 

Jc B 




^ M R nR. 


[5] 


[ 6 ] 


Como la cantidad 


M R nR 


nR 

(R 2 - l) 2 


A1 calcular integrales del tipo [1], es a veces necesario utilizar un resultado 
basado en la desigualdad de Jordan : 

% n 

e-R*™°dd<^ (R > 0). m 

Jo K L J 

Para verificar esta desigualdad, notemos en primer lugar de las graficas de las 
funciones y = sen 9 e y = 26/n cuando 0 ^ 6 ^ n/2 (Fig. 54) que sen 9 ^ 29/n 
para todo valor de 9 en ese intervalo. Por consiguiente, si R > 0, 


e ~R senfl ^ e~ 2Re i - cuando 0 < 9 <-■ 

~ - 2 ’ 



luego 

' n/2 f* 12 ■n 

e~ Rs * ne d9 ^ e ~ 2R9ln d9 = — (1 - e ~ R ). 

Jo Jo 2R 

Por tanto 

r«i2 

J o e- R ™*d9<— (R > 0) [8] 

Ahora bien, esto no es sino otra forma de la desigualdad [7], pues la grafica de 
y = sen 9 es simetrica con respecto a la recta vertical 9 = n/2 sobre el intervalo 
0 g 9 g 7t. 

Supongamos ahora que todas las singularidades de una funcion racional 
~ P^Zoi 2 ) Que estan en el semipiano superior y ^ 0 se encuentran por 
debajo de un semicirculo z = Re w (0^9^ n), denotado por C R . La desigualdad 
de Jordan nos permite probar que si para todos los puntos de C R existe una 
constante positiva M R tal que \f{z)\ ^ M R , donde M R tiende a cero cuando R 
tiende a infinito, entonces 


tiende a cero cuando R tiende a infinito, y a causa de las desigualdades [6], basta 
hacer tender R hacia infinito en la Ecuacion [5] para llegar al deseado resul¬ 
tado [2], 
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lim I f(z)e iaz dz = 0 (a > 0). 

Jc* 


[9] 
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Nuestra verification del limite [9] comienza por el hecho de que 

f{z)e iaz dz = f /(Re‘ 0 ) exp (iaRe w )iRe w dO. 
m C R JO 

Como 

\f{Re lB )\ ^ M r y |exp (iaRe ie )\ ^ e ~ aRsene 
y por la desigualdad de Jordan concluimos que 

M K n 


II 


f{z)e laz dz\ 


^ M r R 


' de < 


El limite [9] es entonces evidente, porque M R -» 0 para R -* oo. 

Ejemplo 2. Hallemos el valor principal de Cauchy de la integral 

*® x sen xdx 


I 


x 2 "I - 2x + 2 


Como en el Ejemplo 1, la existencia del valor en cuestion sera establecida 
calculandolo. 

Pongamos 


m = 


z 2 + 2z + 2 (z — Zi)(z — z t ) 


donde z l = — 1 + /. El punto z u que esta por encima del eje x, es un polo simple 
de la funcion f(z)e iz , con residuo 


5, 


z,e 


■i 


[ 10 ] 


Por tanto, cuando R > y C R denota la mitad superior del circulo positiva- 
mente orientado |z| = R, 


xe‘ x dx 


- R x 2 + 2x + 2 
y esto quiere decir que 

x sen xdx 


= 2niB 1 — 


f{z)e iz dr. 


u 


■+■ 2x -4- 2 


= Im (2 t liB^) - Im 


f(z)e‘ z dz. 


[ 11 ] 
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Ahora bien. 


|lm f(z)e iz dz g f 

Jc K Jc 


f(z)e iz dz\ 


[ 12 ] 


y notamos que, cuando z es un punto de C R , 

l/(z)| ^ M r donde M R = 


(R - Jlf 


y que \e | - e y g 1 para tal punto. Procediendo como en el Ejemplo 1 no 
podemos concluir que el miembro de la derecha en la desigualdad [121 v nor 
ende el de la izquierda, tiende a cero al tender R a infinite. Porque la cantidad 


M k tcR = 


nR 2 


(R ~ y/2) 2 


no tiende a cero. El limite [9], no obstante, proporciona el resultado deseado 
En efecto, se desprende de [12] que el miembro izquierdo tiende a cero 
cuando R tiende a infimto. En consecuencia, la Ecuacion [11], junto con la 
expresion [10] del residuo B u nos dice que 


’ V 'I 


x sen xdx n 

x 2 + 2x + 2 = Im {2niBl) = 7 < sen 1 + cos !)• [13] 


EJERCICIOS 

Probar las formulas de integration de los Ejertitios 1 a 9, con ayuda de los residuos. 
, f* dx n 

1 Jo ?7T “ ? *» J. 


1. 


dx 


(x 2 + l) 2 4 


2. a) 

3. 


x 2 dx 


(x 2 + \)(x 2 + 4) 6’ 


x 2 dx 


o (x 2 + 9)(x 2 + 4) 2 200 


5. 


6 . 


f 

a) (*°° dx __ h\ f x * dx « 

Jo x *+ l 2 j2 b) J 0 ZTT = 6' 

f COS X dx n /g-b e -a\ 

J-oo (* z + a 2 )(x 2 + b 2 ) = ^ 77*2 —J (a > b > 0). 

f°° cos ax n 

) 0 i?-n dx = 2 e ~° ( ^°>- 

I 


cos ax f it 

o (x r + b 2 ) 2 dx = 4b 2 (1 + ab ) e ~ ab (a > 0, b > 0). 
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_ f 00 x sen 2x , n r- 

Jo -^TT dx = 2 exp( - 2 ^ 

_ f ® x sen ax , n 

8 - J ^ ^ + 4 dx = j e “ sen a (a > 0). 
f°° v 3 sen ax 

+ 4 dx = “ cos a (a > 0 ). 


_ x sen ax , n 

8 - I + 4 dx = 2 e ° sen a (« > 0). 


Usar los metodos de las Secciones 58 y 59 para establecer la convergencia de las 
integrates de los Ejercicios 10 a 12 y hallar sus valores. 


r* x 2 dx 

+ l) 2 ' 

x sen x dx 

-oo (x 2 4 l)(x 2 + 4) 

*°° x 3 sen xdx 
0 (X 2 + l)(x 2 + 9) 


Mediante los metodos de las Secciones 58 y 59, demostrar que los valores principales 
de Cauchy de las integrates de los Ejercicios 13 a 17 existen, y calcularlos a continuation. 


- oo x 2 4 2x 2 

00 xdx 

-oo (X 2 + l)(x 2 + 2x + 2) 


sen x dx 


x 2 + 4x + 5 


1C + 1) COS X 

2 - a -? dx. 

J - oo X 2 + 4x + 5 


Sol. — n/5. 


Sol. —(n/e) sen 2. 


Sol. — (sen 2 — cos 2). 
e 


cos x dx 
(x + a) 2 + b 2 


(b > 0). 


18. Usando residuos y el contorno que indica la Figura 55, probar la formula de 
integration 


dx 2 n 

x 2 +i~ L/3 
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y 

R e ‘ 2w/3 




o 

R x 


Figura 55 


19. La formula de integration 


[(x 2 - a) 2 + l] 2 8 ^ A : 


[(2a 2 + 3 )^/A + a + a^JA - a]. 


donde a es cualquier numero real y A = yV + 1 aparece en la teoria de cementa¬ 
tion de acero por calor infrarrojo*. Deducirla siguiendo los pasos que a continuation 
se indican. 

a) Argumentar por que los cuatro ceros del polinomio 

q(z) = (z 2 - a) 2 + 1 

son las raices cuadradas de los numeros a + i. Entonces, utilizando el hecho de 
que los numeros 


z o — —j= (y/A + a + IaJ A — a) 

y — z 0 son las raices cuadradas de a + i (Ej. 12, Sec. 7), comprobar que 4 z 0 son 
las raices cuadradas de a — i y que, por tanto, z 0 y — z 0 son los unicos ceros de 
q(z) en el semipiano superior Im z g 0. 

b) Por el metodo desarrollado en el Ejercicio 12, Section 57, y habida cuenta de que 
zl = a 4 i con objeto de simplificar, probar que el punto z 0 en la parte a) es un 
polo de orden 2 de la funcion/(z) = l/[<y(z)] 2 y que el residuo B l en z 0 es 

B = g"( z o) = a ~ i(2a 2 4 3) 

1 W(z o)] 3 164 2 z 0 

Tras observar que q'{ — z) = —q'(z) y q"( — z) = q"(z), usar el mismo metodo para 
probar que el punto —z 0 en la parte a) es tambien un polo de orden 2d ef con 
residuo 


q"(z o) 

[9'( z o)] 3 


= ~B V 
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Obtener asi la expresion 


B i + B 2 


1 T —a + i(2a 2 + 3) 

-—t" I® - 

8 A 2 i |_ z 0 


para la suma de esos residuos. 

e) Con referenda a la parte a), demostrar que \q{z)\ ^ (R — |z 0 |) 4 si |z| = R, donde 
R > |z 0 |. Entonces, gracias al resultado final de b), completar la demostracion de 
la formula de integration propuesta. 


60. INTEGRALES DEFINIDAS EN LAS QUE APARECEN 
SENOS Y COSENOS 

El metodo de los residuos es asimismo util al calcular riertas integrates definidas 
del tipo 


'In 

F(sen 0, cos 9) d6. [1] 

Jo 

El hecho de que 6 varie desde 0 hasta 2n sugiere considerar 6 como argumento 
de un punto z sobre el disco unidad C centrado en el origen; luego escribiremos 
z = e m (0 ^ 6 ^ 2 n). Cuando hacemos esta sustitucion usando las ecuaciones 

a 2 - Z_1 a 2 + Z_1 M dz m 

sen 6 = ---> cos 6 = ---> dO = —> [2J 

2 1 2 iz 


la integral [ 1 ] se convierte en la integral de contorno 


/• 

c 


Jz — Z 1 Z + Z 

H-s- —) 


dz 

iz 


[3] 


de una funcion de z a lo largo del circulo C positivamente orientado. La integral 
original [1] es, claro esta, simplemente una forma parametrica de la integral [3], 
de acuerdo con la expresion [2], Section 32. Cuando el integrando de [3] es una 
funcion racional de z, podemos calcular esa integral por medio del teorema de los 
residuos una vez localizados los ceros del denominador, y en el supuesto de que 
ninguno de ellos este en C. 
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Esta formula de integration es valida claramente si a — 0, y excluiremos ese caso 
de nuestra discusion. Bajo las sustituciones [2], la integral adopta la forma 


L 


2/a 


z z + (2 i/a)z — 1 


dz. 


[5] 


donde C es el circulo |z| = 1, positivamente orientado. El denominador del 
integrando tiene los ceros imaginarios puros 


Zi 






De modo que si /(z) denota el integrando, entonces 


f(z) = 


(z 


2/a 

Zl)(z 


Z 2 ) 


N 6 tese que, al ser \a\ < 1, 


z-, = 


1 + y/l - a 2 


> 1. 


Ademas, como \z l z 2 \ — 1, se deduce que |zj| < 1. Por lo que no existen puntos 
singulares sobre C, y el unico interior a el es el punto z,. El correspondiente 
residuo se haUa haciendo 


m = 


<f>(z) 

z - Zt 


donde 


<Kz) = 


2/a 

z - z 2 


Esto demuestra que z t es un polo simple y que 


Asi pues, 


I 


B i = <£(z!) = 


2/a 

c z 2 + (2i/a)z — 1 


2/a 


z 2 iyj\ — a 2 


dz = 2niB l = 


27t 




Ejemplo. Demostremos que 



d0 

1 + a sen 0 


2 7t 

\/l -a 2 


(— 1 < a < 1 ). 


y la formula [4] queda probada. 

El metodo que acabamos de ilustrar es asimismo aplicable cuando los argu- 
|-41 mentos del seno y del coseno son multiplos enteros de 9. Se puede escribir, por 

ejemplo, cos 29 = (z 2 + z ~ 2 )/2 cuando z = e ie . 
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61. INTEGRACION A LO LARGO DE UN CORTE 
DE RAMIFICACION 

El teorema de los residuos se utiliza con frecuencia para calcular integrales reales 
en las que la funcion /(z) del integrando tiene un corte de ramification. 

Ejemplo. Sea x~ a , donde x>0y0<a< 1, el valor principal de la potencia 
indicada de x; esto es, x~ a es el numero real positivo exp ( — a In x). Calcularemos 
ahora la integral real impropia 

'oo x ~a 

—J dx (0 < a < 1), [1] 

que es importante en el estudio de la funcion gamma*. La integral [4] es impro¬ 
pia no solo por su limite superior de integration, sino tambien porque su inte¬ 
grando tiene una discontinuidad infinita en x = 0. La integral converge cuando 
0 < a < 1 , porque el integrando se comporta como'x~ a cerca de x = 0 y como 
x "“ -1 cuando x tiende a infinito. No necesitamos, sin embargo, probar la con¬ 
vergence por separado, ya que tal cosa quedara incluida en nuestro calculo de 
la integral. 

Empezamos denotando por C p y C R los circulos |z| = p y |z| = R, respectiva- 
mente, con p < 1 < R, y les asignamos la orientation indicada en la Figura 56. 
Como la rama 


f( z ) = (M > 0 , 0 < arg z < 2n) [ 2 ] 

de la funcion multivaluada z~ a /{z + 1 ), con el corte en arg z = 0 , es continua a 
trozos sobre C p y C R , las integrales 

f(z)dz, f f(z) dz [ 3 ] 

Jc„ Jc„ 
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existen. Nuestra tecnica para calcular la integral [1] se basa en una expresion 
para la suma de esas dos integrales de contorno. 

Con el fin de obtenerla, consideremos el contorno cerrado de la Figura 56, 
descrito por un punto que se mueve desde p hasta R a lo largo del corte de /(z), 
despues sobre C R de regreso a R, entonces a lo largo del corte hasta p, y 
finalmente sobre C p de vuelta a p. Si escribimos 


m = 


exp ( — a log z) 
z + 1 


exp [ —o(ln r + 10 )] 
re ie + 1 


(z = re w ) 


y usamos V = u y V 
respectivamente, sobre el corte del anillo, vemos que 


Z7i a 10 largo ae ios «ooraes» superior e mienor, 


m = 


exp [ — a(ln r + i 0 )] 
r + 1 


r + 1 


(z = re i0 ) 



en el borde superior y 

exp [ —a(ln r + i2n)~\ 


m = 


r + 1 


r + 1 


(z = re' 2 *'' 


sobre el borde inferior. El teorema de los residuos sugiere que 


CR r -c 


r + 1 


dr + 


/(z) dz 


R j.-a^-i2ait 


r+ 1 


I, 


dr-V f(z)dz = 2ni Res f(z). 


[4] 


Nuestra deduccion de la Ecuacion [4] es solo formal, desde luego, ya que / no es 
analitica, ni siquiera esta definida, sobre el corte. Es valida, no obstante, y se 
puede justificar por un argumento analogo al del Ejercicio 19. 

El residuo en la Ecuacion [4] se puede calcular observando que la funcion 

4>(z) = z~ a = exp [ — a log z] (|z| > 0, 0 < arg z < 2n) 

es analitica en z = — 1 y que 

<t>(— 1 ) = exp [ —«(ln + m)] = e~ wn . 

Esto ensena que el punto z = — 1 es un polo simple de la funcion f definida por 
[ 2 ], y que 


Res /(z) = e ,an . 

z= - 1 


* Vease, por ejemplo, la p. 4 del libro de Lebedev citado en el Apendice 1. 


La Ecuacion [4] puede, por tanto, escribirse como la ansiada expresion para la 
suma de las integrales [3]: 
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I f(z)dz + I f(z)dz = 2nie- ia * + (e" i2 °* - 1 

J c, Jc, 

Por la definition [2] de la funcion /, vemos que 

I f P~" ~ 2ji , 

U f(z)dz s JL-^ p = - r -- p < 


J, ' + 1 


f(z)dz\ ± 


R - 1 


2nR = 


2nR 1 
R - 1 R“ 


Como 0 < a < 1, los valores de esas dos integrates tienden a 0 cuando p y R 
tienden a 0 e infinito, respectivamente. Reformulando la Ecuacion [5] como una 
expresion para la ultima integral alii y haciendo tender entonces p hacia cero, 
encontramos que 

Haciendo tender R a infinito en esta ultima ecuacion llegamos al resultado 


f°° r -a e -ian 

-r dr ~ ", - -~i2 

Jo r + 1 l - e 12 


que es lo mismo que 


X~ a 71 

———— dx = —— (0 < a < 1). 

J 0 x + 1 sen an 


EJERCICIOS 


Usando residuos, establecer las formulas de integration de los Ejercicios 1 a 7. 


1. 

Jo 5 + 4 

2 . [' * 
J-« 1 + s< 


1 271 

sen 8 3 


d8 

+ sen 2 0 


= sfen. 


" 2 * cos 2 30 d8 3 n 
0 5 — 4 cos 20 8 


f 2 " dl 

Jo 1 + a 


COS 0 J 1 _ a 7 


(-1 < a < 1). 


cos 20 dO a 2 * 

2a cos 0 + a 2 1 - a 2 


(-1 < a < 1). 


(a > 1). 


Jo (a + cos 0) 2 (Jo 1 - l) 3 

7. sen 2 " OdO = n ( n = f 2 - •••)• 

Utilizando contomos cerrados similares al de la Figura 56, dedutir formalmente las 
formulas de integration de los Ejercicios 8 a 10. 


> 1 + 
* iv 


yfx(x 2 +1) j2 

ix ( 2 

(x + a)(x + b) \ n /3 / a - b 


(a > 0, b > 0, a # b). 


jc“ (1 — a)n 

- dx = -——— 

(x 2 + l) 2 4 cos (an/2) 


(-1 < a < 3), donde x“ = exp (a In x). 


11. a) Considerando la integral de exp (iz 2 ) a lo largo del contomo, positivamente 
orientado, del sector 0 ^ r ^ R, 0 g 0 ^ 7t/4, probar que 


I"* e ixl dx = e iKl * [ e"' 2 dr - j e izl dz, 
Jo Jo J c* 


donde C R es el arco z = Re ** (0^0^ n/4). 
b) Probar que el valor de la integral sobre el arco C R de la parte a) tiende 
a cero cuando R tiende a infinito, obteniendo la desigualdad 


| j* e izl dz ^ y J* e R2 sen <j> d<j> 


y consultando la forma [8], Section 59, de la desigualdad de Jordan, 
c) Usar los resultados a) y b), junto con la conocida formula de integration" 


- x 2 j 

e dx = > 

2 


* La forma usual de calcular esta integral consiste en escribir su cuadrado como 


P co P co Pod Pco 

I e"* 2 dx I e" yl dy = I I e" ix2+y2) dx dy 

Jo Jo Jo Jo 


y evaluar entonces la integral iterada cambiando a coordenadas polares. Veanse los detalles, por 
ejemplo, en A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3.* ed., pp. 680-681, 1983. 
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para calcular las integrates de Fresnel 

f 00 

cos (x 2 ) dx = 

Jo 

importantes en la teoria de la difraccion. 

12. Sea el punto z = x 0 sobre el eje x un polo simple de una funcion f y sea B 0 el 
residuo de / en ese polo. Explicar como se deduce que existe un numero positivo p 0 
tal que 


*c 

Jo 


sen (x 2 ) dx = 


2jl 


f(z) = ——— + g(z) (0 < \z - x 0 | ^ p 0 ), 
z — x 0 

con g continua en el disco cerrado |z — x 0 | ^ p 0 . Sea C p la mitad superior del 
circulo |z — x 0 | = p, con p < p 0 , y donde la orientation es positiva (Fig. 57). Probar 
que 


lim f(z)dz = —B 0 ni. 

Jc, 


y 



X 


Figura 57 


13. a) Integrando la funcion /(z) = e iz jz sobre el contorno cerrado simple de la Figura 
58, demostrar que 


D (* 

sen x , „ x , 

2 i - dx = — f{z)dz 

n X f 

•IP %) 


f(z) dz, 
c , 


donde C p y C R son los arcos que se indican en esa figura. 



b) Usar el Ejercicio 12 y la desigualdad de Jordan [7], Seccion 59, para hallar los 
limites de los valores de las integrales sobre los arcos C p y C , respectivamente, 
de la parte a). Deducir asi la formula de integracion 


00 sen x , 71 

- dx = -> 

o x 2 


que es de interes en la teoria de las integrales de Fourier*. 
14. Deducir la formula de integracion 


i: 


: -dx = 


Sugerencia: Notese que 2 sen 2 x = Re (1 — e l2x ), e integrar la funcion /(z) = 
= (1 — e i2z )/z 2 sobre el contorno cerrado que muestra la Figura 58. Consultar 
ademas el Ejercicio 12. 


15. Demostrar que 
, In x 

a) 


x 2 + 1 


dx = 0; b) 


lnx , 7t 

0 (x 2 + 1 f dX - ~A 


Sugerencia: Usando la rama 
log z = In r + id 


n „ 3n 
r > 0, —- < 6 < — 
2 2 


de la funcion logaritmica, integrar la funcion 

log z log z 


z 2 + 1 


(z 2 + l) 2 


sobre el contorno cerrado de la Figura 58. Asimismo, utilizar las formulas de integra¬ 
cion del Ejercicio 1, Seccion 59. 


16. La integral de la funcion 


m = 


x(x 2 — 4x + 5) 


sobre un intervalo que incluya al origen no existe. Probar que existe el valor principal 
de la integral de esa funcion sobre todo el eje x, 


P.V 


i: 


f(x)dx — lim 
o p~* o 


fix) dx + 


fix) dx 


(P > 0 ), 


calculando ese valor con ayuda del contorno de la Figura 58 y del resultado del 
Ejercicio 12. 


Sol. 2?t/5. 


* Vease el libro del autor Fourier Series and Boundary Value Problems, 4.“ ed., pp. 181-183, 1987. 
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17. Dado que (vease nota al pie del Ejercicio 11) 

L 

deducir la formula de integration 

I ex P (—x 2 ) cos (2bx) dx = exp ( — b 1 ) (b > 0) 

Jo 2 

integrando la funcion exp (-z 2 ) sobre el camino rectangular seiialado en la Figu- 
ra 59 y haciendo tender a hacia infmito. 


— « a 

y 

+ bi 

a + bi 





- 

a O 

1 

7 X 


Figura 59 

18. La funcion beta es la siguiente funcion de dos variables reales: 

B(p , q) = | / p_1 (l - (p > 0,q > 0). 

Hacer la sustitucion t = l/(x + 1), y usar el resultado obtenido en la Seccion 61 
para probar que 


B(p, !-/>) = 


sen pit 


(0 < p < 1). 


19. Consideremos los dos contornos cerrados simples de la Figura 60, obtenidos al 
dividir en dos fragmentos el anillo limitado por los circulos C„ y C R en la Figura 56 
(Sec. 61). Las partes L y —L de esos contornos son segmentos rectos orientados 
sobre cualquier rayo arg z = 8 0 , donde n < 6 0 < 3n/2. Ademas, T p y y p son las 
porciones indicadas de C p , mientras que r„ y y R forman C R . 
a) Explicar como se sigue del teorema de los residuos que cuando la rama 


/i( z ) = 


z + 1 


I I n n 37t N 

\A > o, -- < arg z < Y 


de la funcion multivaluada z a /(z + 1) se integra sobre el contomo cerrado de la 
izquierda en la Figura 60, 


+ J r fi( z ) dz + /i( z ) dz + J /i 


(z) dz = 2 ni Res ffz). 

Z=-i 
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Figura 60 

b) Aplicar el teorema de Cauchy-Goursat a la rama 

m = 


z + 1 


A > 0, - < arg z < 


de z 7(z + 1), integrada sobre el contomo cerrado de la derecha en la Figura 60, 
para ver que 

-j* ~ + j dr + | fiiA dz ~ | f 2 (A dz + | f 2 (A& = 0. 

c) Argumentar por que en las tres ultimas integrales de las partes a) y b ) las ramas 
/i( z ) y fi( z ) de z~7( z + 1) pueden sustituirse por la rama 


m = 


z + 1 


(|z| > 0, 0 < arg z < 2n). 


Entonces, sumando miembros correspondientes de esas dos ecuaciones, deducir 
la Ecuacion [4], Seccion 61, que fue obtenida alii de manera formal tan solo. 


62. TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE 

Sea F una funcion de la variable compleja s que es analitica sobre el piano finito s 
salvo en un numero finito de polos. Denotemos por L R un segmento de recta 
vertical s = y + it (-R ^ t ^ R), donde la constante y es positiva y lo bastante 
grande como para que el segmento este a la derecha de todos los polos. Defini- 
mos una nueva funcion / de la variable real t, para valores positivos de t, por la 
ecuacion 


fit) = ~ lim j e a F(s)ds (t > 0), 

27tl oo J l r 

8upuesto que el limite existe. La expresion [1] se suele escribir 

/(,) = hi P V - f" 00 (' > °) 

J y - too 


[i] 


[ 2 ] 
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[comparar con la Ec. [4], Sec. 58], y tal integral se llama una integral de 
Bromwich. 

Puede demostrarse que, bajo condiciones muy generales sobre las funciones 
involucradas,/(t) es la transformada in versa de Laplace de F(s). Esto es, si F(s) es 
la transformada de Laplace de f(t), definida por la ecuacion 


F(s) 




mdt. 


[3] 


entonces fit) se recupera por medio de la Ecuacion [1], donde la election del 
numero positivo y es irrelevante, en tanto en cuanto L R este a la derecha de los 
polos de F*. Las transformadas de Laplace y sus inversas son importantes en la 
resolution de ecuaciones diferentiales, ya sean estas ordinarias o en derivadas 
parciales. 

Los residuos se utilizan con frecuencia para calcular el limite en la expresion 
[1], una vez especificada la funcion F(s). Usando la variable z en vez de 5, sean z u 
z 2 , ..., z„ los polos de F(z). Denotemos entonces por R 0 el mayor de sus modulos, 
y consideremos un semicirculo C R con representation parametrica 


z = y + Re il 


n -zo< % 

2 ~ ~ 2 


[4] 


donde R > R 0 + y. Notese que para cada polo z k , 

\z k - y\ ^ \z k \ + y ^ -R 0 + y < R - 

Por tanto, todos los polos estan en el interior de la region semicircular limitada 
por C R y L r (Fig. 61), y el teorema de los residuos nos dice que 


e zt F(z) dz = 2ni £ Res [e z, F(z)] 

L„ *=1 Z = Zk 


e zt F(z) dz. 


[5] 


Supongamos ahora que, para todos los puntos z de C R , existe una constante 
positiva M r tal que |F(z)| g M R , donde M R tiende a cero cuando R tiende a 
infinito. Podemos usar la representation parametrica [4] de C R para escribir 

r n*/2 

e z, F{z) dz = exp (y t + Rte ie )F(y + Re ,e )Rie ,e dO. 

J C„ J it 12 

Entonces, como 

|exp (yt + Rte ie )\ = e y, e Rrcose y \F(y + Re ie ) | ^ M R , 


* Para un tratamiento extenso de los detalles relativos a las transformadas de Laplace, vease 
Operational Mathematics, de R. V. Churchill, 3. a ed., 1972, donde se discuten asimismo transformadas 
F(x) con infmitos puntos singulares aislados o con cortes de ramificacion. 


1 



hallamos que 


L 


e a F[z) dz 


Figura 61 


^ e y, M R R 


3n/2 


n/2 


i ede. 


[ 6 ] 


Ahora bien, la sustitucion <f> = 0 —(n/2), junto con la desigualdad de Jordan [7], 
Section 59, revelan que 


P3«/2 

Jir/2 


'de = 


'*d<p < 
r Rt 


As! que la desigualdad [6] se convierte en 

e z, F{z) dz < 


e yt M R n 


[7] 


y esto demuestra que el valor de la integral tiende a cero al tender R a infinito. 

Haciendo tender R hacia infinito en [5], vemos que la funcion f(t), definida 
por la Ecuacion [1], existe y puede escribirse como 


fit) = £ Res le z 'F(z)] {t > 0). 

k= 1 z = zt c 


[ 8 ] 


Ejemplo. Hallemos la funcion fit) que corresponde a F(i) = 12/(.s 3 + 8). Las 
singularidades de la funcion 


e zt Fiz) = 


12ti' 
z 3 + 8 


(f > 0) 


[9] 


www.elsoludionario.net 


230 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES 


son las tres raices cubicas de —8, a saber 
„ f ( n 2fc7r\”| 

z k = 2 exp if j + — J (k = 0, 1, 2), 

o sea 

z 0 = 1 + y/3i, z t = -2, z 2 = 1 - y/3i. [10] 

Los correspondientes residuos B k se calculan facilmente por el metodo de la 
Section 57 para identificar polos simples y hallar sus residuos: 


_ 12 exp (z k t) z k z k 

= - 3^2 - Y = -y exp (z k t) (k = 0, 1, 2). [11] 

Sea ahora z cualquier punto del semitirculo [4], donde y > 1 y R >2 + y. 
Puesto que 


|z| = \y + Re w | ^|y — R| = J? — y>2 


y 


|z 3 + 8| ^ |z| 3 - 8 ^ {R - y) 3 - 8 > 0, 

se deduce que 

l^z)! ^ M r con M r = — ■■ ■_ _ g - 

De manera que F(z) tiene la propiedad de acotation requerida. 

Asi pues, 

/(/) = B 0 + B 1 + B 2 ', 

y, si sustituimos los numeros [10] en [11], llegamos al resultado 

f(t) = e~ 2t - £>'(cos y/lt - ^/3 sen y/it) (t > 0). [12] 

63. RESIDUOS LOGARITMICOS 
Y TEOREMA DE ROUCHE 

Concluimos este capitulo con un tipo de aplication completamente diferente del 
teorema de los residuos. Sea / una funcion analitica dentro de y sobre un 
contorno cerrado simple C, positivamente orientado, tal que / no tenga ceros 
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sobre el. Puede haber solo un numero finito de ceros interiores a C, de acuerdo 
con el Ejerticio 11; y si z 0 es uno de ellos, z 0 es un punto singular aislado del 
cotiente/7/ El residuo de ese cociente en z 0 se llama el residua logaritmico de/ 
en z 0 , ya que 


4 log /(z) = ~ 
dz f(z) 


para cualquier rama de la funcion logaritmo. 

Supongamos ahora que el cero z 0 de / es de orden m 0 (Sec. 57). En algun 
entorno de z 0 podemos escribir 


/(z) = (z - z 0 r°g(z), 


con g analitica en dicho entorno y g(z 0 ) # 0. Luego 


/'(z) = m 0 (z - z o r o_1 g(z) + (z - z 0 rv(z), 


o sea 


f'( z ) = m o 

/(z) z - z 0 g(z) 


Como g'/g es analitica en z 0 , la funcion /'//tiene un polo simple en z 0 , con 
residuo m 0 . Es decir, el residuo logaritmico de /en el cero z 0 es el orden m 0 de ese 
cero. Asi, si N f denota el numero de ceros de / contados con sus multiplicidades, 
que estan dentro de C, el teorema de los residuos nos dice que 


2ni 


M 


[ 1 ] 


Usaremos ahora la Ecuacion [1] para demostrar un importante teorema, 
conotido como teorema de Rouche. Otra demostracion se esbozara en el Capitulo 
12 (Ejerc. 7, Sec. 105). 


Teorema. Sean fy g dosfunciones analiticas en el interior y sobre un contorno 
cerrado simple C. Si |/(z)| > |g(z)| en todo punto de C, entonces las funciones f 

y J + g tienen el mismo numero de ceros, contados con sus multiplicidades, 
dentro de C. 


, orientation de C en el enuntiado del teorema es, claro esta, irrelevante; 
asi que en la demostracion que sigue podemos suponer que la orientation es 
positiva. 
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Comenzamos la demostracion tomando las funciones / y g como se ha dicho 
en el enunciado, y definiendo una nueva funcion 


2 ni J c /I 


m + tg’(z) 
f(z) + tg(z) ' 


sobre el intervalo 0 ^ t ^ 1. Notese que el denominador /(z) + tg(z) del 
integrando no se anula nunca sobre C. En efecto, si z es un punto de C, la 
condition |/(z)| > \g(z)\ nos dice que 


|/(z) + tg(z )I £ ||/(z)| - t\g(z)\\ ^ |/(z)| - \g(z)\ > 0. 


Asi queda asegurada la existencia de la integral usada en la definition de O(r). La 
funcion ®(t) es, ademas, continua en el intervalo 0 ^ t S 1 (vease Ejerc. 10). 

Ahora bien, por la Ecuacion [1], el valor de la funcion 4> en cada punto 
1(0 ^ t ^ 1) ha de ser un entero. Como ® es continua, debe ser constante sobre 
dicho intervalo, y podemos conluir que 0(0) = 0(1). El teorema de Rouche esta 
probado por tanto, ya que 0(0) = N f y 0(1) = N f+g . 

Ejemplo. Para determinar el numero de raices de la ecuacion z 7 — 4z 3 + z — 1 = 
= 0 interiores al circulo |z| = 1, escribamos f(z) = — 4z 3 y g(z) = z 1 + z — 1. 
Observemos que |/(z)| = 4 y |g(z)| Si 3, cuando |z| = 1. En consecuencia se 
satisfacen los requisitos el teorema de Rouche. Asi pues, como / tiene tres ceros, 
contados con sus multiplicidades, interiores al circulo |z| = 1, otros tantos tiene 
f + g. Es decir, la ecuacion z 7 — 4z 3 + z — 1 = 0 tiene tres raices interiores 
al circulo |z| = 1. 


EJERCICIOS 

En los Ejercicios 1 a 3, usar el metodo descrito en la Seccion 62, para hallar la funcion f(t) 
correspondiente a F(s) dada. 
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4 . Hallar el numero de ceros del polinomio 

a) z 6 - 5z 4 + z 3 - 2z; b) 2 z 4 - 2z 3 + 2z 2 - 2z + 9 
dentro del circulo |z| = 1. 

Sol. a) 4; b) 0. 

5. Determinar el numero de raices de la ecuacion 2z 5 - 6z 2 + z + 1 = 0 en la region 
1 S |z| < 2. 

Sol. 3. 

6. Probar que si c es un numero complejo tal que |c| > e, la ecuacion cz" = e z tiene n 
raices dentro del circulo \z\ = 1. 

Probar, mediante el teorema de Rouche, que cualquier polinomio 

P(z) = a 0 + a t z + - + a^jZ*- 1 + a „z* (a„ ± 0), 

con n ^ 1, tiene exactamente n ceros, contados con sus multiplicidades. Dar asi una 
demostracion alternativa del teorema fundamental del algebra (Sec. 43). 

Sugerencia: Notese que es suficiente tomar a„ igual a la unidad. Entonces 
llamando 

/(z) = z" y g(z ) = a 0 + a t z + .... + a n _ l z n ~\ 

probar que P(z ) tiene n ceros dentro de un circulo |z| = R, donde R es mayor que los 

numeros 1 y |a 0 | + |a,| + ... + |a„_ J. Para demostrar que P(z) no tiene otros ceros, 
demostrar que 

V' + s(z)l S |z|" - |g(z)| > 0 si |z| ^ R. 


8 . Sea / una funcion con un polo de orden m p en el punto z.. Probar que el residuo 
logaritmico de / en z p es ~m p . 

Sugerencia: Consultar el Ejercicio 9, Seccion 57. 

9 . Sea/una funcion analitica dentro de y sobre un contorno cerrado simple C, positiva- 
mente orientado, excepto en un numero finito de polos interiores a C. Ademas, 
supongamos que/no tiene ceros sobre C y un numero finito de ceros interiores a C. 
Usar e! teorema de los residuos junto con los resultados de la Seccion 63 y del 
Ejercicio 8, para demostrar que 




P, 


donde A es el numero total de ceros de/dentro de C y P es el numero total de polos 
ey a i. Un cero de orden m 0 ha de contarse m 0 veces y un polo de orden m ha de 
contarse m p veces. [Comparar con la Ec. [1], Sec. 63.] 

Sea 0(/) la funcion definida en el intervalo 0 t ^ 1 por la Ecuacion [2], Seccion 
63, y sean t y t„ dos puntos cualesquiera de ese intervalo. 
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Probar que 


WO - ®fo>) = 


f fg' ~ f'g 

Jc (/ + tg)(f + tog) ‘ 


b) Explicar por que 


fg' ~ f'g 
f + tg)(f + tog) 


\fg' ~ f'g\ 


en todo punto de C. Demostrar asi que existe una constante positiva A, indepen- 
diente de t y de tal que 

WO - W*o) ^ *\t ~ *ol- 

Concluir de esa desigualdad que <I>(1) es continua en el intervalo 0 S ( ^ 1. 

Recordemos (Sec. 8) que un punto z 0 es punto de acumulacion de un conjunto S' si 
todo entorno punteado de z 0 contiene al menos un punto de S. Una forma del 
teorema de Bolzano-Weierstrass puede enunciarse asi*. Un conjunto de infinitos pun- 
tos contenidos en una region cerrada y acotada tiene al menos un punto de acumulacion 
en esa region. Usar el teorema y el resultado del Ejercicio 8, Section 57, para probar 
que los ceros de una funcion no nula f interiores a un contorno cerrado simple C, 
son siempre finitos en numero. Demostrar que lo mismo es cierto para el numero de 
polos de / interiores a C. 


CAPITULO 

_ SIETE 

TRANSFORM ACIONES 
POR FUNCIONES ELEMENTALES 


La interpretation geometrica de una funcion de variable compleja como transfor¬ 
mation se introdujo en la Section 10. Alii expusimos como se puede visualizar, 
basta cierto punto, la naturaleza de una tal funcion, analizando como transforma 
diversas curvas y regiones. 

En este capitulo veremos mas ejemplos de como ciertas curvas y regiones se 
transforman bajo funciones analiticas elementales. En los Capitulos 9 y 10 se 
ilustraran las aplicationes de estos resultados a algunos problemas fisicos. 


64. FUNCIONES LINEALES 


Para estudiar la aplicacion 


w = ,4z, 


donde A es una constante compleja no nula y z # 0, escribimos A y z en forma 
exponential: 


Entonces 


A = ae 1 *, z = re m . 


w = (ur)e i(I+9) ; 


y vemos de la Ecuation [2] que la transformation [1] dilata (o contra*.) el radio 
vector que representa a z por un factor a = \A\ y lo gira un angulo a = arg A en 
torno al origen. La imagen de una region dada es. por tanto, geometricamente 
similar a esa region. 

La aplicacion 


* Vease, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3.* ed., pp. 517 y 521, 1983. 
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w = z + B, 
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donde B es cualquier constante compleja, es una traslacion mediante el vector 
que representa a B. Esto es, si 

w = u + iv, z = x + iy y B = b 1 + ib 2 , 

entonces la imagen de cualquier punto (x, y) del piano x es el punto 

(u, v) = (x + b 2 , y + b 2 ) [4] 

en el piano w. Como cada punto de cualquier region del piano z se aplica en el 
piano w de ese modo, la region imagen es geometricamente congruente a la 
original. 

La transformacion lineal general (no constante) 

w = Az + B, (A # 0) [5] 

que es composition de las transformaciones 

Z = Az (A # 0) y w = Z + B, 

es evidentemente una dilatation o contraction y una rotation, seguida de una 
traslacion. 

Ejemplo. La transformacion 

w = (1 + i)z + (2 — /) [6] 

aplica la region rectangular que se muestra en la Figura 62 sobre la region 
rectangular del piano w que alii se indica. Esto se comprueba escribiendo la 
transformacion [6] como composition de las transformaciones 

Z = (1 + i)z y w = Z + (2 — i ). 



Figura 62. w = (1 + i)z + (2 - /). 
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(vease Sec. 13), es natural definir una transformation uno a uno w 
piano z extendido sobre el piano w extendido, haciendo 


= T(z) del 


T(0) = oo, J(oo) = 0 y T(z) = - 

z 

para los restantes valores de z. Como ya se hizo constar en el Ejercicio 11, 
Section 14, T es entonces continua en el piano z extendido. Por esta razon, 
cuando queda involucrado el punto, el iniinito en una discusion relativa a la 
funcion 1/z, se supone tacitamente que hablamos de T(z). 

Cuando un punto w = u + iv es la imagen de un punto no nulo z = x + iy 
bajo la transformation w = 1/z, llamando w = z/|z| 2 vemos que 


u — v = 

x 2 + y 2 


Entonces, z = 1 /w = wj\w\ 2 


x 2 + y 2 


u 2 + v 2 


y U 2 + V 2 ' 


El siguiente argumento, basado en esas relaciones entre coordenadas, ensefia que 
la aplicacidn w = 1/z transforma clrculos y rectas en circulos y rectos. Sia,b,cyd 
son numeros reales que satisfacen la condition b 2 + c 2 > 4ad, la ecuacion 


x 2 + y 2 ) + bx + cy 


representa un tirculo o recta arbitrarios, donde a # 0 para un circulo y a = 0 
para una recta. Si x e y satisfacen la Ecuacion [5], podemos utilizar las relaciones 
[4] para sustituir esas variables. Tras algunas simplificaciones, encontramos que 
u y v cumplen la ecuacion 

d(u 2 + v 2 ) + bu — cv + a = 0, [6] 

v 

que representa tambien un circulo o una recta. Reciprocamente, si u y v satisfacen 
la Ecuacion [6], se deduce de [3] que x e y cumplen la Ecuacion [5]. 

Resulta claro ahora de las ecuaciones [5] y [6] que: 

a) Un circulo (a ^ 0) que no pasa por el origen (d / 0) en el piano z se 
transforma en el piano w en un circulo que no pasa por el origen. 

b) Un tirculo (a / 0) que pasa por el origen (d = 0) en el piano z se 

transforma en el piano w en una recta que no pasa por el origen. ^ 

c) Una recta (a = 0) que no pasa por el origen (d ^ 0) en el piano z se 
transforma en el piano w en un circulo que pasa por el origen. 

d) Una recta (a = 0) que pasa por el origen (d = 0) en el piano z se 
transforma cn el piano w en una recta que pasa por el origen. 
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Ejemplo 1 . De acuerdo con las Ecuaciones m v ivn __ .• , 

/- , • '-uauuncb L-U y Loj, una recta vertical x = c, 

(ci * 0) se transforma bajo w = \/ z en el tirculo - Cl (u 2 + v 2 ) + u = 0, o sea 



centrado en el eje u y tangente al eje v. La imagen de un punto tipico (c, v) de esa 
recta es, segun las ecuaciones [3], 1,/; 



Si c x > 0, el circulo esta a la derecha del eje v. Al mover el punto (c,, y) hacia 
amba por toda la recta, su imagen atraviesa el tirculo una vez en el sentido de las 
agujas del reloj, correspondiendo el punto del infinite en el piano z extendido al 
ongen del piano w. En efecto, si y < 0 entonces ti > 0; y al crecer y desde valores 
negatives hasta 0, u crece desde 0 hasta l/ Cl . Entonces, cuando >> crece por 
valores positivos, v es negativa y u decrece hacia 0. 

Por otra parte, si c l < 0, el tirculo esta a la izquierda del eje v. Al subir el 
punto ( Cl y), su imagen describe de nuevo un circulo, pero ahora en sentido 
positivo. Ver la Figura 64, donde se ilustran los casos c l = 1/3 y Cl = —1/2 



sobretl tirculo transformaci6n w ’ = X ' z a P Iica una recta horizontal 7 = c 2 (c 2 # 0) 


u 2 + 




[ 8 ] 


d H J V y me 31 Cje En la Fi ® ura 64 se muestran dos casos 

sid^c ‘ aS °; ientaC1 ° neS corr es P ondientes de las rectas y circulos han 

aiao, asirmsmo, indicadas. 

.net 
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Ejemplo 3. De la primera de las Ecuaciones [4] vemos que cuando w = 1/z, las 
imagenes de puntos del semipiano x > c 2 (c 2 > 0) estan en la region 


es decir. 


u 

u 2 + v 2 


> c u 



[9] 


I EJERCICIOS 

1. Explicar por que la transformacion w = iz es una rotation del piano z de angulo n/2 
y hallar a continuation la imagen de la banda infinita 0 < x < 1. 

Sol. 0 < v < 1. 

2. Probar que la transformacion w = iz + i aplica el semipiano x > 0 sobre el 
semipiano v > 1. 

3. Hallar la region imagen del semipiano y > 0 bajo la transformacion w = (1 + i)z 
usando: a) coordenadas polares; b) coordenadas rectangulares. Representar esa re¬ 
gion. 


Esto es, la imagen de cualquier punto del semipiano x > c x esta dentro del 
circulo 



[ 10 ] 


Sol. v > u. 

4. Hallar la imagen del semipiano y > 1 bajo la transformacion w = (1 - i) z . 

5. Hallar la imagen de la franja semiinfmita x > 0, 0 < >■ < 2 bajo la transformacion 
w — iz + 1. Dibujar la franja y su imagen. 

Sol. —1 < u < 1, t> < 0. 


Reciprocamente, todo punto interior al circulo [10] satisface la desigualdad [9] y 
es, por tanto, imagen de un punto del semipiano. En consecuencia, la imagen del 
semipiano es el dominio circular entero. 

Otra forma de obtener ese resultado consiste en referirnos al Ejemplo 1 y 
observar que la imagen de la recta x = c, donde c > c u es el circulo 



6. Dar una description geometrica de la transformacion w = A(z + B), donde A y B 
son constantes complejas, con A # 0. 

7. Probar que si c, < 0, la imagen del semipiano x < r, bajo la transformacion 
w = 1/z es el interior de un circulo. (,Cual es la imagen cuando c, = 0? 

8. Demostrar que la imagen del semipiano y > c 2 bajo la transformacion w = 1/z es el 
interior de un circulo, supuesto que c 2 > 0. Hallar la imagen cuando c, <0v 
cuando c 2 = 0. 

9. Hallar la imagen de la banda infinita 0 < y < l/(2c) bajo la transformacion w = 1/z. 
Esbozar una grafica de la banda y su imagen. 


Al crecer c por todos los valores mayores que c u las rectas x = c se desplazan a 
la derecha y los circulos imagen [11] son interiores al circulo [10] y se contraen 
en tamano (vease Fig. 65). Ademas, las rectas x = c llenan el semipiano x > c l . 
mientras que los circulos [11] llenan todo el interior del circulo [10]. 


Sol. u 2 + (v + c) 2 > c 2 , v < 0. 

10 . Hallar la imagen del cuadrante x > 1 , y > 0 bajo la transformacion w = 1/z. 

Sol. (u - \) 2 + v 2 < 0 2 , v < 0. 


y 


t 


0 



X 


x - 

: C 1 x = 

z c 


Figura 65. 



11. Verificar la aplicacion, bajo w = 1/z, de las regiones y partes de los contornos que se 
indican en: a) Figura 4 del Apendice 2; b) Figura 5 del Apendice 2. 

12. Describir geometricamente la transformacion w = l/(z — 1). 

13. Describir geometricamente la transformacion w = i/z. Explicar por que transforma 
circulos y rectas en circulos y rectas. 

14. Hallar la imagen de la franja semiinfmita x > 0, 0 < v < 1 bajo la transformacion 
w = i/z. Representar la franja y su imagen. 

Sol. (u - i) 2 + v 2 > (]) 2 , u > 0, v > 0. 


w = 1/z. 
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15. Escribiendo vv = r exp (/</>), probar que la aplicacion r- = 1/z transforma 
- 2 = 1 en la lemmscata p 2 = cos 2*. (Vease Ejerc. 18, Sec. 4.) 


la hiperbola 
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16. 


17. 


Sea el circulo |zj 1 orientado positivamente (sentido contrario a las agujas del 
reloj). Determinar la orientation de su imagen bajo la transformation w = l/ z . 

Probar que cuando un tirculo se transforma en un circulo bajo w = l/z, el centro del 
circulo original nunca se aplica sobre el centro de su tirculo imagen. 


66. TRANSFORMACIONES RACIONALES LINEALES 

La transformation 


az + b , , 

w = -; (ad — be # 0), 


cz + d 


[ 1 ] 


donde a, b, c y d son constantes complejas, se llama una transformation rational 
lineal, o transformation de Mobius. Notese que la Ecuacion [1] se puede expre- 
sar en la forma 


Azw + Bz + Cw + D = 0 (AD - BC # 0) 


[ 2 ] 


y, retiprocamente, toda ecuacion del tipo [2] puede ponerse en la forma [1], 
Como esta forma altemativa es lineal en z y lineal en w, o sea, bilineal en z y w, 
otra denomination para una transformation racional lineal es transformation 
bilineal. 

Cuando c — 0, la condition ad — be 0 para [1] se convierte en ad # 0, y 
vemos que la transformation se reduce a una funcion lineal no constante. Cuan¬ 
do c / 0, la Ecuacion [1] admite la expresion 


a be — 

w = - + - 

c c 


ad 


1 


cz + d 


(ad — be # 0). 


[ 3 ] 


Luego, de nuevo, la condition ad — be ^ 0 asegura que no se trata de una 
funcion constante. La transformation w = l/z es, claro esta, un caso particular 
de la transformation [1] cuando c / 0. 

La Ecuacion [3] revela que cuando c # 0, una transformation racional lineal 
es composition de dos aplicaciones 

r- r , , 1 a be — ad 

Z = cz + d, W = —, w = - + - W (ad + be / 0). 

Zee 

Se sigue, por tan to, que una tranformacidn racional lineal siempre transforma 
circulos y rectos en circulos y rectos, puesto que esas transformaciones racionales 
lineales especiales lo hacen. (Veanse Secs. 64 y 65.) 

Despejando z en [1], se llega a 
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Asi pues, cuando un punto w dado es imagen de algun punto z bajo la transfor¬ 
mation [1], el punto z se recupera mediante la Ecuacion [4], Si c = 0, de modo 
que a y d son ambos no nulos, cada punto del piano w es obviamente imagen 
de un punto, y solo uno, del piano z. Lo mismo es cierto si c ^ 0, excepto cuando 
w = a/c, pues el denominador de la Ecuacion [4] se anula si w tiene ese valor 
Podemos, no obstante, ampliar el dominio de definition de la transformation [1] 
con el fin de definir una transformation racional lineal T sobre el piano z 
extendido de manera tal que el punto w = a/c sea la imagen de z = oo cuando 
c # 0. En primer lugar escribimos 


T(z) = 


az + b 
cz + d 


(ad — be # 0). 


[ 5 ] 


Ademas hacemos 


T( oo) = go si c = 0 


7X°o) = - y 

c 


T\ — ) = oo 
c, 


si c # 0. 


En vista del Ejercicio 9, Section 14, eso hace que T sea continua sobre el piano z 
extendido. Coincide tambien con la forma en que ampliamos el dominio de 
definition de la transformation w = l/z en la Section 65. 

Cuando ese dominio de definition se amplia de ese modo, la transformation 
racional lineal [5] es una aplicacion uno a uno del piano z extendido sobre el 
piano w extendido. Es decir, T(z t ) # T(z 2 ) siempre que z 1 # z 2 , y para cada 
punto w existe un punto z tal que T(z) = w. Por tanto, asociada con la transfor- 
macion T existe una transformation inversa T~ l que se define sobre el piano w 
extendido como 

T~ 1 (w) = z si y solo si T(z) = w. 

De la Ecilacion [4] vemos que 


T~» = 


— dw + b 


cw 


(ad — be # 0). 


Es evidente que T 1 es ella misma una transformation racional lineal, 

T~ 1 (co) =oo si c = 0 


con 


— dw + b 

z = - (ad - be / 0). 


cw — a 




l \ w - 


[ 4 ] 
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r4 vV 


T 1 c) ~ 00 y T ^°°) = -- si c / 0. 




244 


VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES 


Si T y S son dos transformaciones racionales lineales, entonces tambien lo es 
su composition S[7Tz)]. Eso se puede comprobar combinando expresiones del 
tipo [5], Notese que, en particular, r _1 [r(z)] = z para todo punto z del piano 
extendido. 

Existe siempre una transformation racional lineal que aplica tres puntos 
distinto , - ls z 2 , z 3 , respectivamente, sobre tres puntos distintos prefijados w u w 2 y 
w 3 . En efecto, la ecuacion 


(w - w 1 )(w 2 - w 3 ) = (z - z t )(z 2 - z 3 ) 
(w - w 3 )(w 2 - w 2 ) (z - z 3 )(z 2 - Zj) 


[ 6 ] 


define una tal transformacion cuando ninguno de esos puntos es el punto del 
infinito. Para verificarlo, escribamos la Ecuacion [6] como 


(z z 3 )(w — w 1 ){z 2 — z 1 )(w 2 — w 3 ) = (z — z t )(w — w 3 )(z 2 — z 3 )(w 2 


w, 


[7] 


Si z = z u el miembro de la derecha de la Ecuacion [7] es cero, luego w = w t . 
Analogamente, si z = z 3 , el miembro de la izquierda es cero y, por consiguiente, 
w = w 3 . Si z = z 2 , tenemos la ecuacion lineal 

{w — W 1 )(W 2 — W 3 ) = (W — W 3 ){w 2 — Wj), 

cuya unica solution es w = w 2 . La transformacion definida por la Ecuacion [6] 
es realmente una transformacion racional lineal, como se ve desarrollando los 
productos en [7] y expresando el resultado en la forma [2], La condition 
AD - BC # 0 para [2] se satisface claramente, pues, tal como se ha demostrado, 
la Ecuacion [6] no define una funcion constante. Dejamos al cuidado del lector 
(Ejerc. 10, Sec. 67) probar que la Ecuacion [6] define la unica transformacion 
racional lineal que aplica los puntos z l5 z 2 y z 3 sobre w 2 y w 3 , respectiva¬ 
mente. 

Ejemplo 1. Para hallar la transformacion racional lineal que aplica los puntos 
z i = — L z 2 = 0 y z 3 = 1, respectivamente, en los puntos w 3 = — i, w 2 = 1 y 
w 3 ~ U basta sustituir esos numeros en la Ecuacion [6] y despejar w en terminos 
de z. El resultado es 


w = 


l — z 
i + z 


En la Ecuacion [6] se puede introducir el punto del infinito como uno de los 
puntos prefijados, ya sea en el piano z o en el w. Si, por ejemplo, w 2 es oo, 
reemplazamos w 2 por l/w 2 en [6] y entonces, tras quitar fracciones en el numera- 
dor y en el denominador, hacemos w 2 = 0. Eso conduce a la ecuacion 


(z - z t )(z 2 - z 3 ) 
(z - z 3 )(z 2 - z t ) 


[ 8 ] 
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Ejemplo 2. Sean z 2 = 1, z 2 = 0, z 3 = -lyiv, = i, w 2 = oo, w 3 = 1. 
Sustituyendo los valores dados en la Ecuacion [8] llegamos a que 

(1 + i)z + (i — 1) 


w = 


2 z 


67. TRANSFORMACIONES DEL SEMIPLANO SUPERIOR 

Hallemos todas las transformaciones racionales lineales que aplican el semipiano 
superior Imz > 0 sobre el disco abierto |w| < 1 y el contorno Imz = 0 en el 
contorno \w\ = 1 (Fig. 66). 




Figura 66. w = e u 


(Im z 0 > 0). 


Teniendo en cuenta que los puntos de la recta Im z = 0 se transforman en 
puntos del circulo |vv = 1, empezamos seleccionando los puntos z = 0, z = 1 
y z = oo sobre la recta y determinando condiciones necesarias sobre una trans¬ 
formacion racional lineal 


w = 


az + b 
cz + d 


(ad — be ^ 0) 


[ 1 ] 


para que las imagenes de esos puntos tengan modulo unidad. 

Observemos que c + 0 porque, segun la Section 66, la imagen del punto 
z= oo es w = oo cuando c = 0. Vimos tambien en la Section 66 que la imagen 
del punto z = co es el punto w = a/c si c # 0. Asi que el exigir j vv = 1 cuando 
z = cc significa que \a/c\ = 1. Por tan to, 


lal = M # 0. 


[ 2 ] 


Ademas, como |w| = 1 para z = 0, vemos de la Ecuacion [1] que \b/d\ = 1. Por 
tanto, 


1*1 = \d\ * 0. 


[3] 
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El hecho de que aye sean no nulos nos permite reformular [1] como 


w = 


a\ z + ( b/a ) 


cj z + (d/c)’ 


y, ya que |a/c| = 1 y que b y d son distintos de cero, podemos poner eso en la 
forma 


Z - Z n 


w = e 


z — z, 


[4] 


donde a es una constante real, y z 0 , z x son constantes complejas no nulas. Puesto 
que 


b 


d 

a 


c 


de acuerdo con [2] y [3], sabemos que |z t | = |z 0 |. 

A continuation, imponemos sobre la transformation [4] la condition de que 
|w| = 1 cuando z = 1. Eso hace que 

|1 - Zj| = |1 - z 0 1, 

o sea 

(1 - z,)(l - z t ) = (1 - z 0 )(l - z 0 ). 

Pero z l z l = z 0 z 0 , ya que |z x | = |z 0 |, y la relation anterior se reduce a 

z i + z i = z 0 + z 0 ; 

es decir, Re z t = Re z 0 . Se deduce que o bien z t = z 0 o z 1 = z 0 , de nuevo debido 
a que IzJ = |z 0 |. Si z x = z 0 , la transformacion [4] pasa a ser la funcion constante 
w = exp (rot); luego z t = z 0 . 

La transformation [4], con z x = z 0 , aplica el punto z 0 en el origen w = 0; y 
como los puntos interiores al circulo M = 1 han de ser imagenes de los puntos 
que estan por encima del eje real del piano z, concluimos que Imz 0 > 0. 
Cualquier transformacion racional lineal que posea la propiedad enunciada al 
comienzo de esta section debe tener, en consecuencia, la forma 


w 


(Im z 0 > 0), 


[5] 


con a real. 

Queda por demostrar que, reciprocamente, cualquier transformacion rational 
lineal del tipo [5] tiene la propiedad deseada. Elio es facil sin mas que tomar el 


§ 

s ; - 

% 
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valor absoluto de cada lado en la Ecuacion [5] e interpretando la ecuation 
resultante. 


w = 


Z ~ Z n 


geometricamente. Si un punto z esta por encima del eje real, tanto el como z 
estan del mismo lado de ese eje, que es el bisector perpendicular del segmento 
recto que une z 0 con z 0 . Se sigue que la distancia |z - z 0 | es menor que la 
distancia |z — z 0 | (Fig. 66); esto es, |w| < 1. Analogamente, si z esta por debajo 
del eje real, la distancia |z — z 0 | es mayor que la distancia |z — z 0 | y, por tanto, 

|w| > 1. Finalmente, si z esta sobre el eje real, jwj = 1 porque en ese caso |z_ z | 

= |z - z 0 |. Como toda transformation racional lineal es una aplicacion unoa 
uno del piano z extendido sobre el piano w extendido, eso demuestra que la 
transformacion [5] aplica el semipiano superior Imz > 0 sobre el disco abierto 
|w| < 1 y la frontera del semipiano sobre la del disco. 

Ejemplo 1. La transformacion w = (i - z)/(i + z) del Ejemplo 1, Section 66 se 
puede escribir 


w 


Por tanto tiene la propiedad antedicha. 

Las imagenes del semipiano superior Imz ^ 0 bajo otros tipos de transfor- 
maciones racionales lineales suelen ser faciles de averiguar examinando la trans¬ 
formacion particular en cuestion. 

Ejemplo 2. Llamando z = x + iy, w = u + iv, podemos probar sin dificultad 
que la transformacion 


w = 


z — 1 
z + 1 


[ 6 ] 


aplica el semipiano y > 0 sobre el semipiano v > 0, y el eje jc sobre el eje u. 
Notemos pnmero que si z es real, tambien w lo es. En consecuencia, ya que la 
imagen del eje real y = 0 es o un circulo o una recta, ha de ser el eje real v = 0. 
Mas aun, para cualquier punto w en el piano w finito, 


v = Im w = Im 


( z ~ l)(z + 1) _ 

(z + 1 )(z + 1) ' I Z + 1| 3 


2.V 


(z ^ -1). 


n, 


i Asi que Ios n,imeros v tienen el mismo signo, lo cual significa que los puntos 

| P ° r encima del e J e x corresponden a puntos por encima el eje u, y que puntos por 
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debajo del eje a corresponden a puntos por debajo del eje u. Finalmente, como 
los puntos del eje a corresponden a puntos del eje u, y por ser las transformacio- 
nes racionales lineales aplicaciones uno a uno del piano extendido sobre el piano 
extendido (Sec. 66), queda establecido la propiedad deseada para la transforma- 
cion [6], 


EJERCICIOS 

1. Hallar la transformation racional lineal que aplica los puntos z x = 2, z 2 = i, z 3 = 
= — 2 sobre los puntos w 1 = 1, w 2 = i, tv 3 = —1. 


Sol. tv = (3z + 2 i)/(iz + 6). 


2. Hallar la transformacion racional lineal que aplica los puntos z x = — i, z 2 = 0, z 3 = i 
sobre los puntos tv 3 = — 1, w 2 = i, w 3 = 1. <,En que curva se transforma el eje 
imaginario a = 0? 


3. 


Hallar la transformacion bilineal que aplica los puntos z x = oo, z 2 = i, z 3 = 0 sobre 
los puntos w x = 0, h> 2 = i, w 3 = oo. 




Sol. w = — 1 jz. 


4. Hallar la transformacion bilineal que aplica los puntos z x , z 2 , z 3 sobre los puntos 
H 1 ! = 0, VV 2 = 1, W 3 = OO. 


Sol. w = - Z -^ Zl _ Z A. 

(z - z 3 )(z 2 - Z x ) 


5. Probar que una composition de dos transformaciones racionales lineales es tambien 
una transformacion rational lineal, tal como se afirmo en la Section 66. 

6. Un punto fijo de una transformacion w = f(z ) es un punto z 0 tal que/(z 0 ) = z 0 . 
Demostrar que toda tranformacion racional lineal, excepto la transformation identi- 
dad w = z, tiene a lo sumo dos puntos fijos en el piano extendido. 

7. Hallar los puntos fijos (Ejerc. 6) de la transformacion: 
a) tv = (z - l)/(z + 1); b) w = (6z - 9)/z. 

Sol. a ) z = ±i; b) z = 3. 

8. Modificar la Ecuacion [6], Section 66, para el caso en que ambos, z 2 y tv 2 , son el 
punto del infinito. Probar entonces que toda transformacion racional lineal debe ser 
de la forma tv = az(a # 0) cuando sus puntos fijos (Ejerc. 6) son 0 e oo. 

9. Probar que si el origen es un punto fijo (Ejerc. 6) de una transformacion racional 

lineal, entonces la transformacion se puede escribir en la forma w = z/(cz + d). 
donde d =£ 0. ‘ 

10. Probar que existe solo una transformacion racional lineal que aplica tres puntos 
distintos z,, z 2 y z 3 en el piano z extendido sobre tres puntos prefijados distintos tv , 
w 2 y w i en el piano w extendido. 
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Sugerencia: Sean T y S dos de tales transformaciones. Entonces, tras razonar 
por que S 1 [ T(z k )~] = z k (k = 1, 2, 3), usar los resultados de los Ejercicios 5 y 6 para 
demostrar que S ‘[r(z)] = z, para todo z. Probar asi que T(z) = S(z) para todo z. 

11. Sabemos (Sec. 67) que la transformacion tv = (i - z)/(i + z) aplica el semipiano 
Im z > 0 sobre el disco \w\ < 1, y el contorno del semipiano sobre el contorno del 
disco. Probar que un punto z = a se aplica en el punto 


1 + A 2 1 + A 2 

y completar entonces la verification de la aplication ilustrada en la Figura 13, 
Apendice 2, viendo que segmentos del eje a se aplican como alii se indico. 

12. Verificar la aplication de la Figura 12, Apendice 2, donde w = (z - l)/(z + 1). 

Sugerencia: Escribir la transformacion dada como composition de las aplica- 


Z = iz, W 


w = - W. 


Consultar despues la aplication verificada en el Ejercicio 11. 

13. a) Hallando la inversa de la transformacion w = (i - z)/(i + z) y recurriendo a la 
Figura 13, Apendice 2, que ha sido verificada en el Ejercicio 11, probar que la 
transformacion w = i( 1 — z)/(l + z) aplica el disco |z| ^ 1 sobre el semipiano 
superior Im tv ^ 0. 

b) Demostrar que la transformacion racional lineal tv = (z - 2)/z puede escribirse 


Z = z - 1, W = i 


1 - Z 

1 + z’ 


tv = iW. 


Entonces, con ayuda del resultado de la parte a), comprobar que la transforma¬ 
cion tv = (z — 2)/z aplica el disco |z — 1| ^ 1 sobre el semipiano izquierdo Re tv 
^ 0. 

14. La transformacion [5], Section 67, aplica el punto z — oo sobre el punto tv = 
= exp(ia), que esta en el contorno del disco |w| ^ 1. Probar que si 0 < a < 2n y 
los puntos z = 0 y z = 1 han de aplicarse sobre los puntos w = 1 y tv = exp (/a/2), 
respectivamente, entonces la transformacion es 


w = ^ z + exp (— ;'q/2) 
z + exp (ia/2) 

15. Notese que cuando a = n/2 la transformacion del Ejercicio 14 se convierte < 

iz + exp (in/ 4) 

w — -* 

z + exp (nr/4) 


Comprobar que este caso especial aplica los puntos del eje a de la forma indicada en 
la Figura 67. 


o.net 


250 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES 



Figura 67. w = 



iz + exp {in14) 
z + exp (in14) 


16. Demostrar que si Im z 0 < 0, la transformacion [5], Seccion 67, aplica el semipiano 
inferior Im z f£ 0 sobre el disco unidad |w| g 1. 

17. Con ayuda de la Ecuacion [6], Seccion 66, probar que si una transformacion racional 
lineal aplica cada punto del eje x en el eje u, los coeficientes de la transformacion son 
todos reales, salvo un posible factor comun complejo. El reciproco es evidentemente 
cierto. 


68. LA TRANSFORMACION w = exp z 
Y LOS LOGARITMOS 

La transformacion w = e* se puede expresar como pe l4> = e x e iy , donde z = x + 
+ iy y w = pe'*. Luego (vease Sec. 6) p = e x y<j> = y + 2kn, donde k es un 
entero arbitrario; y la anterior transformacion del piano z al piano w puede 
ponerse en la forma 


La imagen de un punto tipico z = (c l5 y) sobre una recta vertical x = c x tiene 
coordenadas polares p = exp (cj) y rfi = y en el piano w. Esa imagen se mueve en 
sentido positivo a lo largo del circulo que muestra la Figura 68 cuando z se 
mueve hacia arriba por la recta. La imagen de la recta es evidentemente todo el 
circulo, y cada punto del circulo es imagen de infinitos puntos, separados entre si 
2n unidades a lo largo de la recta. 


y 




X = 

= c i 



mmm. y ~ Cj 

0 


X 


V 

_ i 

l 

r 

An 

1 


yexpcj u 




Figura 68. w = exp z. 


Una recta horizontal y = c 2 se aplica de manera uno a uno sobre el rayo 
4> = c 2 . Al desplazarse el punto z = (x, c 2 ) por esa recta de izquierda a derecha, 
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la coordenada p = e* del punto imagen sobre el rayo crece por todos los valores 
positivos, como indica la Figura 68. 

Los segmentos de rectas verticales y horizontales se aplican, respectivamente, 
sobre porciones de circulos y rayos, y las imagenes de diversas regiones se obtie- 
nen facilmente de estas observaciones. 

Ejemplo 1. Vamos a probar que la transformacion w = e z aplica la region 
rectangular a^x^b, c^y^d sobre la region e a ^ p ;g e b , c ^ <p ^ d. 
Las dos regiones y partes correspondientes de sus fronteras han sido representa- 
das en la Figura 69. El segmento de recta vertical AD se aplica sobre el arco 
p = e", c S <P ^ d, marcado como A'D'. Las imagenes de segmentos de recta 
verticales a la derecha de AD y que unen las partes horizontales de la frontera 
son arcos mayores; eventualmente, la imagen del segmento de recta BC es el arco 
p = e b , c ^ (j> ^ d, senalado como BC'. La aplicacion es uno a uno si d — c < 2%. 
En particular, si c = 0 y d = n, entonces 0 S 4> ^ K y la region rectangular se 
aplica sobre la mitad de un anillo circular, como se ve en la Figura 8, Apendice 2. 



Figura 69. w = exp z. 


Ejemplo 2. Cuando w = e*, la imagen de la banda inlinita 0 < y < n es el 
semipiano superior p > 0, 0 < (j> < n, pues las imagenes de las rectas horizonta¬ 
les y = c 2 (0 < c 2 < n) son rayos cp = c 2 . Partes correspondientes de los 
contomos de ambas regiones se muestran en la Figura 6 del Apendice 2. Los 
puntos frontera z = 0 y z = ni corresponden a los puntos w = 1 y w = — 1, 
respectivamente. 

Esta aplicacion de una franja sobre un semipiano se sigue tambien del hecho 
de que los segmentos rectos verticales x — c u 0 < y < n se transforman en 
semicirculos p = exp c u 0 < (f> < n. 

Cualquier rama 

w — log z = In r + iQ (r > 0, a < 6 < a + 2n) [2] 

de la funcion logaritmica (vease Sec. 26) aplica su dominio de definicion de forma 
uno a uno sobre la franja a < v < a + 27t en el piano w (Fig. 70). Eso es sencillo 
de ver haciendo mover un punto z = r exp (id 0 ), con a < 6 0 < a + 2n, hacia el 
exterior, a partir del origen, por el rayo 6 = 9 0 . Su imagen es, claro esta, el punto 
cuyas coordenadas rectangulares en el piano w son (In r, 6 0 ). Por tanto, la imagen 
se mueve hacia la derecha a lo largo de toda la recta horizontal v = 6 0 . Como 
estas rectas Henan la franja a < 0 < a + 2n al variar 0 o entre a y a + 2n, la 
aplicacion de la franja es, evidentemente, uno a uno. 
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Figura 70. » = log z (|z| > 0, a < arg z < « + 2n). 


La aplicacion descrita arriba es consistente con el hecho de que exp (log z) = z 
cuando z # 0 (Sec. 27). En efecto, segun las observaciones hechas al comienzo 
de esta seccion, la transformacion z = exp w es una aplicacion uno a uno de la 
recta horizontal v = Q 0 sobre el rayo 0 = 6 0 en el piano z. 

Las aplicaciones logaritmicas pueden ser utiles en la practica, y concluiremos 
f_ sta s ^ lon con una aplicacion que necesitaremos mas adelante en el Capitulo 9 

(oCC. ly). 


Ejemplo 3. La transformacion 


w = Log 


z — 1 
Z + l’ 


funcione^ 1183 ^ prindpal de la funci6n logaritmo, es la composicion de las 
z - y w = Log z. [4] 

Sabemos por el Ejemplo 2 en la Seccion 67 que la primera de las transforma- 
ciones [4] aplica el semipiano superior y > 0 sobre el semipiano superior Y > 0 
on e z - x + iy y Z = X + iY. Ademas, por el parrafo inmediatamente 
despues del Ejemplo 2 de esta seccion, es facil ver que la segunda de las trans- 
formaciones [4] aplica el semipiano Y > 0 sobre la banda 0 < v < n donde 

V ", t ,0 - En consecuencia - la transformacion [3] aplica el semipiano’ y > 0 
sobre la banda 0 < v < n. En la Figura 19 del Apendice 2 se indican puntos 
trontera correspondientes. 


69. LA TRANSFORMACION w = sen z 


Como (Sec. 24) 


sen z — sen x cosh y + i cos x senh y. 
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la transformacion w = sen z se puede excribir 

u = sen x cosh y, v = cos x senh y. [1] 

Los siguientes ejemplos ilustran varias propiedades de esta transformacion. 

Ejemplo 1. La transformacion w = sen z es una aplicacion uno a uno de la 
banda semiinfinita -n/2 ^ x ^ n/2, y ^ 0 en el piano z sobre la mitad superior 
V ^ 0 del piano w. 

Para comprobarlo, probemos primero que la frontera de la franja se aplica de 
manera uno a uno sobre el eje real del piano w, como indica la Figura 71. La 
imagen del segmento recto BA se halla haciendo x = zr/2 en las ecuaciones [1] 
y restringiendo y a valores no negativos. Como u = cosh y, y v = 0 cuando 
x = n/2, un punto tipico (n/2, y) de BA se aplica sobre el punto (cosh y, 0) del 
piano w; y la imagen debe moverse hacia la derecha desde B 1 a lo largo del eje 
u al moverse (n/2, y) hacia arriba partiendo de B. Un punto (x, 0) sobre el 
segmento horizontal DB tiene imagen (sen x, 0), que se desplaza desde D' hacia 
la derecha hasta B al crecer x desde x = —n/2 hasta x = n/2, o sea, al ir 
(x, 0) desde D hasta B. Finalmente, mientras un punto ( — n/2, y) sobre el seg¬ 
mento recto DE sube desde D, su imagen ( — cosh y, 0) se mueve hacia la 
izquierda desde D'. 



Una forma de ver como se aplica el interior de la franja sobre el semipiano 
superior v > 0 del piano w consiste en examinar las imagenes de ciertas semirrec- 
tas verticales. Si 0 < c t < n/2, los puntos de la recta x = Cj se transforman en 
puntos de la curva 

u = sen cosh y, v = cos senh y ( — oo < y < oo), [2] 

que es la rama derecha de la hiperbola 


sen 2 c t cos 2 


con focos en los puntos 


mario.net 


w = ±V s en r ~c 1 + cos 2 Ci = ±1 
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La segunda de las ecuaciones [2] muestra que al ascender un punto por la recta, 
su imagen sobre la hiperbola tambien asciende. En particular, existe una aplica¬ 
cion uno a uno de la mitad superior (y > 0) de la recta sobre la mitad superior 
(v > 0) de la rama de la hiperbola. Tal semirrecta L y su imagen L se muestran 
en la Figura 71. Si — n/2 < c x < 0, la recta x = c 2 se aplica sobre la rama 
izquierda de la misma hiperbola; y, como antes, existe una correspondencia uno 
a uno entre los puntos de la mitad superior de la recta y los de la mitad superior 
de la rama de hiperbola. Esa semirrecta y su imagen se han denotado M y M' 
en la Figura 71. 

La recta x = 0, o sea el eje y, ha de considerarse aparte. Segun [1], la imagen 
de cada punto (0, y) es (0, senh y). Por tanto, el eje y se aplica sobre el eje v de 
modo uno a uno, correspondiendo el eje y positivo al eje v positivo. 

Ahora bien, cada punto en el interior -n/2 < x < n/2, y > 0 de la banda 
esta en una de las antedichas semirrectas, y es importante hacer notar que las 
imagenes de esas semirrectas son distintas y llenan el semipiano v > 0. Mas 
precisamente, si la mitad superior L de una recta x = Cj (0 < < n/2) se 

imagina en movimiento hacia la izquierda acercandose al eje y positivo, la rama 
derecha de la hiperbola que contiene a L se va haciendo mas amplia y su vertice 
(sen c u 0) tiende hacia el origen w = 0. Luego L tiende a convertirse en el eje v 
positivo, que segun vimos en el parrafo anterior es la imagen del eje y positivo. 
Por otra parte, al tender L al segmento BA de la frontera de la banda, la rama de 
hiperbola se adhiere al segmento BA’ del eje u y su vertice (sen c u 0) tiende al 
punto w = 1. Afirmaciones similares pueden hacerse respecto de la semirrecta M 
y su imagen M' en la Figura 71. Concluimos que la imagen de todo punto en el 
interior de la banda esta en el semipiano superior v > 0 y que, ademas, todo 
punto del semipiano es imagen de exactamente un punto del interior de la banda. 

Esto completa nuestra demostracion de que la tranformacion w = sen z es 
una aplicacion uno a uno de la franja -n/2 ^ x ^ n/2,y ^ 0 sobre el semipiano 
v ^ 0. El resultado final se recoge en la Figura 2 del Apendice 2. La mitad 
derecha de la banda se aplica sobre el primer cuadrante del piano w, como indica 
la Figura 10, Apendice 2. 

Otra forma adecuada de hallar las imagenes de ciertas regiones bajo w = sen z 
consiste en considerar las imagenes de segmentos de recta horizontales 
~ 71 = x ^ n, y = c 2 , donde c 2 > 0. Segun [1], la imagen de tal segmento es 
la curva con representation parametrica 


La imagen del punto ( x , c 2 ) que se mueve hacia la derecha desde A hasta E en 
la Figura 72 describe un circuito alrededor de la elipse en sentido de las agujas 
del reloj. Notese que si se toman valores mas pequenos de c 2 , la elipse se hace 
mas pequena pero conserva los mismos focos (±1,0). La elipse, en efecto, tiende 
hacia el intervalo —1 g u g 1 del eje u, imagen del intervalo — n fS x ^ n del 
eje x. En el caso limite c 2 = 0, la aplicacion no es, sin embargo, uno a uno, como 
lo era para c 2 > 0. 

Ahora mostraremos como utilizar estas observaciones. 



Figura 72. w = sen z. 


Ejemplo 2. Una region rectangular —n^x^n, a ^ y ^ b situada por 
encima del eje x se aplica bajo w = sen z sobre una region limitada por dos elip- 
ses, como se ve en la Figura 73. Ambas fronteras verticales x — ±n, a ^ y ^ b 
van a parar al segmento 

— senh b v S —senh a 




u = sen x cosh c 2 , v = cos x senh c 2 
Se ve facilmente que esa curva es la elipse 


(-n x <L n). 


[4] 


cosh 2 


+ 


senh 2 c. 


= 1 , 


[5] 


con focos en los puntos 


= ± v /cosh 2 c 2 — senh 2 c 2 = ±1. 


del eje v. El interior de la region rectangular se aplica a uno sobre el interior de 
un anillo eliptico que tiene un corte en el eje v negativo. Mientras un punto z 
describe el contomo de la region rectangular en sentido positivo desde el punto A 
de la Figura 73, la imagen se mueve alrededor de la elipse menor, despues por el 
corte y por la elipse mayor, para regresar luego por el corte al punto de partida. 
Asi pues, si bien la aplicacion del interior de la region es uno a uno, no ocurre lo 
mismo sobre la frontera. 

Aplicaciones mediante funciones relacionadas estrechamente a la funcion seno 
se obtienen facilmente una vez conocida la del seno. 
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Ejemplo 3. Basta recordar la identidad (Sec. 24) 

/ n 
cos z = sen I z + — 

para ver que la transformation 

w = cos z 

se puede escribir sucesivamente como 


71 „ 

Z = z + — > w = sen Z. 

2 

Luego la transformacion coseno es la misma que la transformacion seno precedi- 
da por una traslacion de n/2 unidades a la derecha. 

Ejemplo 4. De acuerdo con la Section 25, la transformacion 

w = senh z 

admite la expresion w = —i sen (iz), o sea 

Z = iz, W = sen Z, w — —iW. 

Es, por consiguiente, una combination de la transformacion seno y de rotaciones 
de angulos rectos. La transformacion 

w = cosh z 

es, analogamente, en esencia una transformacion coseno, ya que cosh z = cos (iz). 


EJERCICIOS 

1. Probar que las rectas ay = x (a # 0) se aplican sobre espirales p = exp (a<p) bajo la 
transformacion w = exp z, donde w = p exp 

2. Considerando las imagenes de segmentos rectos horizontales, comprobar que la 
imagen de la region rectangular a ^ x ^ b, c £ y £ d bajo la transformacion 
w = exp z es la region e a ^p^e b ,c^<j>^d, como indica la Figura 69 (Sec. 68). 

3. Verificar la aplicacion de la region y del contorno de la Figura 7 del Apendice 2, 
donde la transformacion es w = exp z. 

4 . Hallar la imagen de la franja semiinfinita x ^ 0, 0 ^ y ^ n bajo la transformacion 
w = exp z, y marcar porciones correspondientes sobre las fronteras. 
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5. La ecuacion w = log (z - 1) se puede escribir 

Z = z — 1, w = log Z. 

Hallar una rama de log Z tal que el piano z cortado, consistente en todos los puntos 
excepto los del segmento x ^ 1 del eje real, se aplique bajo w = log (z - 1) sobre la 
banda 0 < v < 2n del piano w. 

6. Probar que la transformacion w = sen z aplica la mitad superior (y > 0) de la recta 
x _ c (-k/2 < Cl < 0) uno a uno sobre la mitad superior (v > 0) de la rama 
izquierda de la hiperbola [3], Section 69, como muestra la Figura 71 de esa section. 

7 Demostrar que bajo la transformacion w = sen z, una recta x = c, (n/2 < c t < n) se 
aplica sobre la rama derecha de la hiperbola [3], Section 69. Notese que la aplicacion 
es uno a uno y que las mitades superior e inferior de la recta se aplican respectiva- 
mente sobre las mitades inferior y superior de la rama. 

8. En el Ejemplo 1, Section 69, se usaron semirrectas verticales para probar que 
la transformacion w = sen z es una aplicacion uno a uno de la region abierta 
— n/2 < x < it 12, y > 0, sobre el semipiano v > 0. Comprobar ese resultado usando 
ahora segmentos horizontales de recta —n/2<x< n/2, y = c 2 (c 2 > 0), cuyas 
imagenes son semielipses. 

9. a) Probar que bajo la transformacion w = sen z, las imagenes de los segmentos de 

recta que forman la frontera de la region rectangular OSxS nj2, 0 ^ y ^ 1 
son los segmentos rectos y el arco D'E indicados en la Figura 74. El arco D'E es 
una cuarta parte de la elipse 

u 2 v 2 

-1-5— = L 

cosh 2 1 senh 2 1 

b) Completar la aplicacion indicada en la Figura 74 usando imagenes de segmentos 
rectos horizontales para demostrar que la transformacion w = sen z establece 
una correspondencia uno a uno entre los puntos interiores de las regiones ABCD 
y ABCD'. 



Figura 74. w = sen z. 


10. Verificar la aplicacion bajo w = sen z que muestra la Figura 11 del Apendice 2. 

11. a ) Probar que la ecuacion w = cosh z se puede escribir 



b) Usar a), junto con la aplicacion bajo sen z que muestra la Figura 10 del Apen¬ 
dice 2, para constatar que la transformacion w = cosh z aplica la banda 
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semiinfinita -< = 0, 0 5 y 5= n/2 del piano 2 sobre el primer cuadrante u ^ 0 

" - 0 d d P lan o w. Indicar partes correspondientes de los contornos de ambas 
regiones. 

12. Notese que la transformation w = cosh 2 se puede expresar como composition de 
las aphcaciones 

Z = e\ W = Z + -i, w = - W. 

2 2 

Entonces consultando las Figuras 7 y 16 del Apendice 2, probar que cuando 
w = cosh 2 , la banda semiinfinita * £ 0, 0 y ■ ^ it del piano 2 se aplica sobre la 
mitad inferior v ^ 0 del piano w. Indicar partes correspondientes de los contornos. 

13. a) Verificar que la ecuacion w = sen 2 puede escribirse como 

Z = i^z + W = cosh Z, w = -IV. 

b) Usar el resultado en la parte a) de este ejercicio y la del Ejercicio 12 para 
demostrar que la transformacion h< = sen 2 aplica la banda semiinfinita 
7 2 = x = n/2, y ^ 0 sobre el semipiano v S 0, como muestra la Figura 9 del 
Apendice 2. (Esta aplicacion se comprobo, de modo distinto, en el Ejemplo 1 de 
lei See. 69.) 

70. LA FUNCION z 2 
La transformacion 

w = z 2 [1] 

se describe mas facilmente en terminos de coordenadas polares. Si z = re ie y 
w = pe'*, entonces 


Por tanto, la imagen de cualquier punto z no nulo se halla elevando al cuadrado 
el modulo de z y multiplicando por dos un valor de arg z; es decir ltd = |zl 2 v 
arg w = 2 arg z. ’ 

Ejemplo,!. Los puntos z = r p e ie del circulo r = r 0 se transforman en puntos 
w r 0 e del circulo p - r%. Si un punto del primer circulo se mueve en sentido 
positivo desde el eje real positivo hasta el eje imaginario positivo, su imagen 
sobre el segundo circulo se mueve en sentido positivo desde el eje real positivo 
hasta el eje real negativo (Fig. 75). Asi que si se toman todos los valores positivos 
posibles para r 0 , los correspondientes arcos en los pianos z y w Henan el primer 
cuadrante y el semipiano superior, respectivamente. La transformacion [I] es, 
por tanto, una aplicacion uno a uno del primer cuadrante r St 0, 0 g Q < n j 2 
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Figura 75. w = z 2 . 

del piano z sobre la mitad superior p ^ 0, 0 ^ 4> ^ n del piano w como recoge 
la Figura 75. El punto z = 0 es aplicado, claro esta, sobre el punto w = 0. 

La transformacion [1] tambien aplica el semipiano superior r^0, O^0^7t 
sobre el piano w completo. Sin embargo, en este caso la transformacion no es 
uno a uno, ya que tanto el eje real positivo como el negativo del piano z se 
aplican sobre el eje real positivo del piano w. 

Cuando z = x + iy y w = u + iv, la transformacion [1] se convierte en 

u + iv = x 2 — y 2 + ilxy, 


u = x 2 — y 2 , v = 2 xy. [2] 

Esta forma, en coordenadas rectangulares, es especialmente util al hallar las 
imagenes de ciertas hiperbolas. 

Ejemplo 2. Si w = z 2 , cada rama de la hiperbola x 2 — y 2 = c l (c t > 0) se 
aplica de manera uno a uno sobre la recta vertical u = c 1 . Para verlo, hacemos 
notar de la primera Ecuacion [2] que u = cuando (x, y) es un punto de alguna 
de las ramas. Cuando, en particular, esta en la rama de la derecha, la segunda de 

Inn nni.nninnnn TOI «nn /linn mtn n O.t /,,2 I n T 1 mnn 1 '1 im/HIPn A/. 1 '1 T*m '1 


las ecuaciones [2] nos dice que v = 2y*Jy 2 + cv Luego la imagen de la rama 
derecha se puede expresar parametricamente como 


u = c t , V = 2 y y 


(—oo < y < oo ); 


y es evidente que la imagen de un punto {x, y) de esa rama asciende por toda la 
recta cuando (x, y) recorre esa rama hacia arriba (Fig. 76). Analogamente, como 
el par de ecuaciones 


v = -2 y y 


(—oo < y < oo) 


proporciona una representacion parametrica para la imagen de la rama izquierda 
i de la hiperbola, la imagen de un punto que desciende por la rama izquierda, sube 
a lo largo de toda la recta u = c { . 

Se deja como ejercicio al lector el probar que cada rama de una hiperbola 
f 2 jc>’ = c 2 (c 2 > 0) se transforma en la recta v = c 2 , como se indica en la Figura 

E 76. Los casos en que c, y c 2 son negativos se tratan tambien en los ejercicios. 
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Figura 76. w = z 2 . 


d °; z x~:t; 'o“< p r: r s 

r^tr^.r^.T en “y* ™ : 

franja horizontal 0 < v < 2. ' E ’ & Imagen de dommi ° es la 

asodadV: htSSSto°* C ° n " " 2 ’ Pr ° PiedadeS de la a P licaci - 

W = Z n , o sea pe i(t> = Fe in9 , pj 

son simdares a las de vr = z 2 . La transformation [3] aplica la region r ^ 0, 
— ^ sobre el semipiano superior o> 00 <r/»< 7 r To w r v 

.Ode el piano z sobre ,od„ P e , planol, don^cal pitI'nub" 

saT-%: reitr: n, <rrr;i “ ',y. - & - 

„„ . , 0 J u r = r 0 ’ u = y S 2n n sobre el disco o < aunnnc 

no de modo uno a uno. ^ = °’ aunque 


71. LA FUNCION z 1 ' 2 

c C „a™do e z S o'ni 6 " 7 ' a S ,a '° reS de z '" S °” Ias dos ral “ s de z 

z = z exp MHz 1 o “A? X"' “ Se usan c00r denadas polares y 
r exp (iW) (r > 0, -it < © ^ tc), entonces 


i(© + 2kn) 


(k = 0, 1), 


“ p“,t IX PrinC ' Pal *• Va '° r * “ E " «* *■»*■ 21 *« que z« 



(z * 0). 


[ 2 ] 
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La rama principal F 0 (z) de la funcion bivaluada z 1/2 se obtiene tomando el valor 
principal de log z y haciendo (vease Sec. 28) 

F 0 (z) = exp Q Log zj (\z\ > 0, -tc < Arg z < n), 

es decir, 

/— 10 

F 0 (z) = y/r ex P ~2 (r > 0, -it < 0 < ti). [3] 

El miembro de la derecha en esa ecuacion es, por supuesto, el mismo que el de 
[1] cuando se toman k = 0 y — n < & < n alii. El origen y el rayo & = n 
forman el corte de ramification de F 0 , siendo el origen su punto de ramification. 

Las imagenes de curvas y regiones bajo la transformation w = F 0 (z) se 
pueden hallar escribiendo w = p exp (i<f>) con p = yfr y <f> = 0/2. 

Ejemplo 1. La transformation w = F 0 (z) aplica el dominio r>0, -n < G < n 
sobre la mitad derecha p > 0, — n/2 < (f> < n/2 del piano w. En particular, 
aplica la region 0 < r $ r 0 , — n < Q < n sobre el semidisco 0 < p ^ ^/tq, 
—nj2<4>< n/2. (Vease Ej. 3, Sec. 10). 

Ejemplo 2 . La transformation w = F 0 (sen z) se puede poner como 

Z = sen z, w = F 0 (Z) (|Z| > 0, -n < Arg Z < tc). 

Ya se dijo al final del Ejemplo 1 en la Section 69, que la primera transformation 
aplica la banda semiinfinita 0 ^ x ^ n/2, y ^ 0 sobre el primer cuadrante 
x = °> y ^ 0 del piano Z. La segunda transformation, en el supuesto de que 
^o(0) = 0, aplica ese cuadrante sobre un octante del piano w. Estas transforma- 
tiones sucesivas se ilustran en la Figura 77, donde se muestran puntos frontera 
correspondientes. 



Figura 77. w = F 0 (sen z). 
Cuando — n < 0 < n y se usa la rama 
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log z = In r + i(© + 2 ti) 
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de la funcion logaritmo, la Ecuacion [2] da la rama 

F »( z ) = V r ex P-2- (/■ > 0, -n < 0 < n) 

de z 112 , que corresponde a elegir k = 1 en la Ecuacion [1], Puesto que exp (in) = 
= — 1, se sigue que F k (z) = —F 0 (z). Los valores ± F 0 (z) representan, pues la 
totalidad de los valores de z 1/2 en todos los puntos del dominio r > 0, -n<&< 
< n. Si por medio de la expresion [3] extendemos el dominio de definition de 
F 0 para que incluya el rayo €> = n y hacemos F o (0) = 0, entonces los valores 
±F 0 (z) representan la totalidad de los valores de z 1/2 en todo el piano z. 

Otras ramas de z 1/2 se obtienen usando ramas distintas de log z en [2], Una 
rama en la que el rayo 0 = a se elige como corte de ramification viene dada por 
la ecuacion 

i6 

Mz) = y (r > 0, a < 9 < a + 2n). [5] 

Notese que cuando a = — n tenemos la rama F 0 (z) y cuando a = n tenemos la 
rama /^(z). Igual que para F 0 , el dominio de definition de f a se puede extender a 
todo el piano complejo usando la expresion [5] para definir f a en los puntos no 
nulos del corte y haciendo f x ( 0) = 0. Ahora bien, tales extensiones nunca son 
continuas sobre todo el piano complejo. 

Finalmente, sea n un entero positivo, con n ^ 2. Los valores de z 1/n son las 
raices n-esimas de z cuando z # 0; y, por las Secciones 7 y 27, la funcion 
multivaluada z 1/n se puede escribir 

z 1 '" = exp ^ log z^j = Zfr exp ^ ^ (k = 0, 1, 2, n - 1), [6] 

donde r = |z| y © = Arg z. El caso n = 2 se acaba de considerar. En el caso 
general, cada una de las n funciones 

F&) = S/r exp--- 1 (k = 0, 1, 2, ..., n - 1) [7] 

es una rama de z 1/B , definida sobre el dominio r>0, — n < & < n. Siw = pe i4> , 
la transformation w = F k (z) es una aplicacion uno a uno de ese dominio sobre el 
dominio p > 0, (2k — ])n/n < <f> < (2k + l)n/n. Estas n ramas de z 1/n producen 
las n raices n-esimas de z en cualquier punto z del dominio r > 0, — 7 t < 0 < ti. 
La rama principal se obtiene con k = 0, y otras ramas del tipo [5] se construyen 
facilmente. 


72. RAICES CUADRADAS DE POLINOMIOS 

Consideraremos ahora algunas aplicaciones que son composiciones de polino- 
mios y raices cuadradas de z. 
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Ejemplo 1. Se obtienen las ramas de la funcion bivaluada (z - z 0 ) 1/2 teniendo 
en cuenta que es una composition de la traslacion Z = z - Zq con la funcion 
bivaluada Z . Cada rama de Z 1/2 produce una rama de (z — z 0 ) 1/2 Si Z = Re ie 
las ramas de Z 1/2 son ’ ’ 

Z 1/2 = Jr exp J (F>0,a<9<a + 2n). 

En consecuencia, si llamamos R = \z - z 0 |, 9 = arg (z - z 0 ), y 0 = Are 
(z - Zq), dos ramas de (z - z 0 ) 1/2 son 

j - /0 

°o(z) = \/R exp — (/? > 0, — n < 0 < n) [ 1 ] 

\ 

y 

go(z) = exp y (R> 0,0 < 9 < 2%). [2] 

La rama de Z 1/2 usada al escribir G 0 (z) esta definida en todos los puntos del 
piano Z excepto en el origen y en los puntos del rayo Arg Z = n. La transforma- 
cion w = G 0 (z) es, por tanto, una aplicacion uno a uno del dominio |z - z 0 | > 0 
-n < Arg (z - zq) < n sobre el semipiano w > 0 (Fig. 78). La transformation 

* ~ go(z) a Pi ca dominio l z - 2 «l > 0, 0 < arg (z - z 0 ) < 2n de manera 
uno a uno sobre el semipiano superior Im w > 0. 



Figure 78. w = G 0 (z). 


r ‘ C °T ej , empl ° iastructlvo ’ Pero menos elememental, consideremos 
£££££££** iz ~ 1)1/2 Usando propiedades conocidas de 

(z - 1 ) 1/2 = exp - log (z 2 - 1) = exp log (z - 1) + i log (z + 1) , 

o sea 
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(Z 2 - 1) 1/2 = (Z - l) l ' 2 ( Z + 1)1/2 


(z # ± 1 ) 


[3] 
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Asi P ues > S1 /i( z ) es una rama de (z - 1) 1/2 definida sobre un dominio D t y f 2 (z) es 
una rama de (z + 1) 1/2 definida sobre un dominio D 2 , el producto / = j\ f 2 es 
una rama de (z — 1) 1/2 definida en todos los puntos comunes a D k y D 2 . 2 
Con objeto de conseguir una rama especifica de (z 2 - 1) 1/2 , usamos la rama 
de (z - 1) 1/2 y de (z + 1) 1/2 dadas por la Ecuacion [2], Si llamamos r x = \z - 1| 
y 8i = arg (z — 1), esa rama de (z — 1) 1/2 es ' 1 


fi(z) = V r i exp — (r t > 0, 0 < d 1 < 2n). 


La rama de (z + 1) 1/2 dada por la Ecuacion [2] es 


fi(z) = s/r 2 exp 


(r 2 > 0, 0 < e 2 < 2n), 


donde r 2 — | z + 1| y d 2 — arg (z + 1). El producto de esas dos ramas es, por 
consiguiente, la rama/de (z 2 - 1) 1/2 definida por la ecuacion 


>r x r 2 exp 


i(0 1 + 0 2 ) 


donde 


r k > 0, 0 < e k < 2n (k = 1, 2). 


Tal como ilustra la Figura 79, la rama/esta definida en todo el piano z, excepto 
sobre el rayo r 2 ^ 0, 0 2 = 0, que es la portion x ^ — 1 del eje x. 


0\ \ x 

Figura 79 


La rama f de (z 2 1) 1/2 dada en [4] admite extension a una funcion 


F(z) = VVi exp 


i (@i + 0 2 ) 


donde 


>0, 0 ^ G k < 2n (k = 1, 2) y r l + r 2 > 2. 
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Como veremos ahora, esta funcion es analitica en todo su dominio de definicion 
que es todo el piano complejo z, salvo el segmento -1 g x g 1 del eje x. 

Como F(z) = f{z) para todo z del dominio de definicion de F, excepto en el 
rayo r l > 0, = 0, basta ver que Fes analitica en ese rayo. Para ello formamos 

el producto de las ramas de (z - l) 1 ' 2 y (z + l) 1 - 2 dadas por [1], Es decir 
consideramos la funcion ’ 


G(z) = y/r t r 2 exp 


'(©1 + © 2 ) 


donde r, =\z - 1|, r 2 = |z + 1|, © x = Arg (z - 1), © 2 = Arg (z + 1) y 


r k > 0, -n < & k < n 


(k = 1 , 2 ). 


G es analitica en todo el piano z, excepto en el rayo r x ^ 0, ©j = n. Ahora bien, 
F(z) = G(z) cuando z esta por encima de o en el rayo r x > 0, © x =0; porque 
entonces Q k = 0 t (k = 1, 2. Si z esta por debajo de ese rayo, 0 k = & k + (k = 
= 1, 2). Luego exp (idj 2) = —exp (i&J 2); lo cual significa que 


PTn Wi + 0 2 ) ( i0 1 
exp--- = I exp — 


= exp 


/(©! + © 2 ) 


Asi que, de nuevo, F(z) = G(z). Ya que F(z) = G(z) en un dominio que contiene al 
rayo r t > 0, © t = 0, y siendo G analitica en ese dominio, Fes analitica alii. Por 
tanto, F es analitica en todas partes, salvo en el segmento P 2 P l de la Figura 79. 

La funcion F definida en [5] no admite extension a una funcion armonica en 
los puntos del segmento P 2 P 1 , porque los valores de la derecha en la Ecuacion 
[5] saltan desde i^/rp^ hasta numeros proximos a - iJV^, cuando el punto z 
se mueve hacia abajo cruzando ese segmento recto. De modo que la extension no 
seria continua alii. 

La transformacion w = F(z) es, como veremos, una aplicacion uno a uno del 
dominio D 2 consistente en todo el piano z, salvo el segmento P 2 P l , sobre el 
dominio D w consistente en todo el piano w, salvo el segmento — 1 < v < 1 del 
eje v (Fig. 80). 

Antes de comprobar eso, observemos que si z = iy (y > 0), entonces 

= r t T i > l y + Q 2 = n; luego el eje y positivo se aplica bajo w = F(z) 

sobre la parte v > 1 del eje v. Ademas, el eje y negativo se aplica sobre la parte 

f < — 1 del eje v. Cada punto de la mitad superior y > 0 del dominio D, se 
aplica en la parte superior v > 0 del piano w, y cada punto de la mitad inferior 
y del dominio D z en la mitad inferior v < 0 del piano w. El rayo r t > 0, 

i - 0 se aplica sobre el eje real positivo del piano w, y el rayo r, > 0 0, = n 

sobre el eje real negativo. 

Para demostrar que la transformacion w = F(z) es uno a uno, hagamos notar 
que si F(zj) — F(z 2 ), entonces z\ — 1 = z\ — 1. De donde se deduce que z l = z 2 
° Zl ~~ z 2 - Sin embargo, debido a la manera en que F aplica las mitades 
net^enor C dC ° z ' ™ C ° m ° laS P orciones del eje real que estan en D : , el 
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caso z t — —z 2 es imposible. Luego si F{z x ) = F{z 2 ), entonces z x = z 2 , asi que F 
es uno a uno. 

Podemos demostrar que F aplica D z sobre D w hallando una funcion H que 
aplique D w sobre D z con la propiedad de que si z = H(w) entonces w = F(z). Eso 
probara que para todo w en D w existe un punto z en D z tal que F(z) = w; esto es, 
la aplicacion F es suprayectiva (sobre). La aplicacion H sera la inversa de F. 

Para hallar H, notemos que si w es un valor de (z 2 — 1) 1/2 para un z concreto, 
entonces w 2 = z 2 — 1 y, por tanto, z es un valor de (w 2 + 1) 1/2 para ese w. La 
funcion H sera una rama de la funcion bivaluada 

( w 2 + 1) 1/2 = (w — i) 1/2 (w + i) 1/2 (w ^ ±0- 

Siguiendo nuestro procedimiento para obtener la funcion F(z), escribimos w — i = 
= exp (i^t) y w + i = p 2 exp (i<f> 2 ). (Vease Fig. 80.) Con las restricciones 

p k > 0, ^ ^ 4>k < y (k = 1,2) y Pt + p 2 > 2, 

tenemos 



Figura 80. w = F(z). 


siendo D w el dominio de definition. La transformacion z = H(w) aplica puntos 
de D w que estan por encima o por debajo del eje u sobre puntos que estan por 
encima o por debajo del eje x, respectivamente. Aplica el eje u positivo en la parte 
x > 1 del eje x, y el eje u negativo en la parte x < -1 del eje x. Si z = H(w), 
entonces z 2 = w 2 + 1, luego w 2 = z 2 — 1. Como z esta en D z y dado que F(z) 
y —F(z) son los dos valores de (z 2 - 1) 1/2 para un punto de D z , vemos que 
w == F\z) o w = — F[z). Pero es evidente por la forma en que F y H aplican las 
mitades superior e inferior de sus dominios de defmicion, incluidas las partes de 
los ejes reales en ellos contenidas, que w = F(z). 

Aplicaciones mediante ramas de funciones bivaluadas 

w = (z 2 + Az + B) 112 = [ (z - z 0 ) 2 - z?] 1/2 (zi ¥= 0), [7] 
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donde A = — 2z 0 y B = z% — z\, se pueden estudiar con ayuda de los resultados 
obtenidos para la funcion F del Ejemplo 2 y las transformaciones sucesivas 

Z = Z ~ —» W = (Z 2 — 1) 1/2 , w = z 1 W. [8] 

Zl 


EJERCICIOS 

1. Probar que cada rama de hiperbola 2 xy = c 2 (c 2 > 0) se aplica bajo la transforma¬ 
cion w = z 2 en la recta v = c 2 , como indica la Figura 76, Seccion 70. 

2. En referencia al Ejemplo 2, Seccion 70, y al Ejercicio 1, hallar un dominio del piano z 
cuya imagen bajo la transformacion w = z 2 sea el dominio cuadrado del piano w 
limitado por las rectas u = 1, u = 2, v = l y v = 2. (Vease Fig. 2 del Apendice 2). 

3. Hallar y dibujar, mostrando las orientaciones correspondientes, las imagenes de las 
hiperbolas x 2 - y 2 = Cj (cj < 0) y 2 xy = c 2 (c 2 < 0) bajo la transformacion 
w = z 2 . 

4. Demostrar, indicando las orientaciones correspondientes, que la aplicacion w = z 2 
transforma las rectas y = c 2 ( c 2 > 0) en parabolas v 2 = 4 c 2 (u + c|), todas con focos 
en w = 0. (Comparar con el Ej. 1 de la Sec. 10.) 

5. Usar el resultado del ejercicio anterior para probar que w = z 2 es una aplicacion uno 
a uno de una banda a ^ y ^ b por encima del eje x, sobre la region cerrada 
contenida entre las parabolas 

v 2 = 4 a 2 (u + a 2 ), v 1 = 4b 2 (u + b 2 ). 

6. Refiriendonos a la Figura 10 del Apendice 2, probar que la transformacion w = sen 2 z 
aplica la franja 0 ^ x ^ nj 2, y 0 sobre el semipiano v 2: 0. Indicar partes 
correspondientes en los contornos. 

7. Usar la Figura 9 del Apendice 2 para demostrar que bajo la transformacion 
w = (sen z) 1/4 , donde se toma la rama principal de la potencia racional, la banda 
semiinfinita —n/2 < x < n/2, y > 0, se aplica sobre la parte del primer cuadrante 
que queda entre la recta v = u y el eje u. Senalar partes correspondientes sobre los 
contornos. 

8. Segun el Ejemplo 2, Seccion 67, la transformacion racional lineal Z = (z — l)/(z + 1) 
aplica el eje x sobre el eje X y los semipianos y > 0 e y < 0 sobre los semipianos 
Y > 0 e F < 0, respectivamente. Probar que, en particular, aplica el segmento 
— 1 g x ^ 1 del eje x sobre el segmento X ^ 0 del eje X. Demostrar entonces que 
cuando se usa la rama principal de la raiz cuadrada, la funcion compuesta 



aplica el piano z, excepto el segmento — 1 ^ x ^ 1 del eje x, sobre el semipiano 
u > 0. 


.net 
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9. Hallar la imagen del dominio r > 0, -* < © < » del piano z bajo cada una de las 
transformaciones vv = F k (z) (k = 0, 1, 2, 3), donde F k (z) son las cuatro ramas de z 1 ' 4 
dadas por la Ecuacion [7], Seccion 71, para n = 4. Usar esas ramas para calcular las 
raices cuartas de i. 

10. La ramafde (z 2 - 1) 1/2 en el Ejemplo 2, Seccion 72, se definio en terminos de las 
coordenadas r u r 2 , 6 U 0 2 . Explicar geometricamente por que las condiciones r, > 0, 
0 < 0 k + 0 2 < n describen el cuadrante x > 0, y > 0 del piano z. A continuation! 
demostrar que la transformation w = F(z) aplica ese cuadrante sobre el cuadrante 
u > 0, v > 0 del piano w. 

Sugerencia: Para ver que se describe el cuadrante x > 0, y > 0 del piano z, 
notese que 6 k + 0 2 = n en cada punto del eje y positivo, y que 0, + 0 2 decrece al 
moverse el punto z hacia la derecha por un rayo 0 2 = c (0 < c < n/2). 

11 . Para la transformation w = F(z ) del primer cuadrante del piano z sobre el primer 
cuadrante del piano w (Ejerc. 10), probar que 


' r \ r 2 + x 2 - y 2 — 1 


' r 2 - x 2 + y 2 + 1, 


donde r\r\ - (x 2 + y 2 + l) 2 - 4x 2 , y que la imagen de la portion de la hiperbola 
x - y - 1 en el primer cuadrante es el rayo v = u (u > 0). 

Probar que en el Ejercicio 11 el dominio D que esta bajo la hiperbola y en el primer 
cuadrante del piano z queda descrito por las condiciones r k > 0, 0 < 0 k + 0 2 < 

< n/2. Probar entonces que la imagen de D es el octante 0 < v < u. Representar 
Dysu imagen. 

Sea F la rama de (z 2 - l) 1 ' 2 defmida en el Ejemplo 2, Seccion 72, y sea z 0 = r 0 exp 
(/0 O ) con r 0 > 0 y 0 | 0 o 5 2n. Probar que una rama F 0 de (z 2 — Zq) 1/2 , cuyo corte 
de ramification sea el segmento recto entre z 0 y -z 0 , se puede escribir como 
F o( z ) = z 0 F(Z), donde Z = z/z 0 . 

Escribamos z - 1 = r, exp (iOJ y z + 1 = r 2 exp (/© 2 ), con 0 < 0, < 2n y -n < 

< 0 2 <?r. para definir una rama de la funcion: 


a) (z 2 - 1) 1/2 ; 


z - iy / 2 
z + 1 / ' 


En cada caso, el corte ha de consistir en los dos rayos 0 k = 0 y © 2 = %. 

15. Con la notacion de la Seccion 72, probar que la funcion 


II exp ggL~ ° 2) 
r 2 2 


es una rama con el mismo dominio de definicion D z y el mismo corte que la funcion 
w = F(z) de esa seccion. Demostrar que esta transformacion aplica D z sobre el 
semipiano derecho p > 0, -n/2 < (j> < n/2, donde el punto w = 1 es la imagen del 
punto z = oo. Ademas, probar que la transformacion inversa es 


1 + w 2 


(Re w > 0). 


(Comparar con el Ejerc. 8.) 
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16. Probar que la transformacion del ejercicio anterior aplica la region exterior al circulo 
unidad |z| = 1 en el semipiano superior del piano z, sobre la region del primer 
cuadrante del piano w entre la recta v = u y el eje u. Esbozar ambas regiones. 

17. Escribir z = r exp (/©), z - 1 = exp (/©,), y z + 1 = r 2 exp (i© 2 ), donde los 
valores de los tres angulos estan entre -n y n. Definir entonces una rama de la 
funcion [z(z 2 - 1)] 1/2 cuyo corte conste de los dos segmentos x g -1 y 0 g x g 1 
del eje x. 




En este capitulo introducimos y desarrollamos la notion de transformacion 
conforme, con enfasis en las conexiones entre tales aplicaciones y las funciones 
armonicas. En el proximo capitulo analizaremos su utilization en problemas 
fisicos. 


73. CONSERVACION DE ANGULOS 

Sea C un arco suave (Sec. 31) representado por la ecuacion z = z(t ) (a < t < b), 
y sea f(z) una funcion definida en todos los puntos de C. La ecuacion w = /[z(t)] 
(a ^ ^ b) es una representation parametrica de la imagen T de C bajo la 

transformation w = f{z). 

Supongamos que C pasa por un punto z 0 = z(t 0 ) (a ^ t 0 ^ b) en el que/es 
analitica y /'(z 0 ) # 0. Por la regia de la cadena dada en el Ejercicio 10 Sec- 
cion 31, si w{t) — /[z(/)], entonces 

w \to) = /'O('o)M'o); [l] 

y eso significa que (vease Sec. 5) 

arg w'(t 0 ) = arg/'[z(r 0 )] + arg z'(t 0 ). [2] 

La Ecuacion [2] es util para relacionar las direcciones de C y T en los puntos 

z o y w o = f{z o)> respectivamente. 

Concretamente, sea 0 O el valor de arg/'(z 0 ), y sea 6 0 el angulo de inclination 
de una recta dingida tangente a C en z 0 (Fig. 81). De acuerdo con la Sec. 31, 0„ 
es un valor de arg z'(t 0 ), y se sigue de la Ecuacion [2] que la cantidad 

0o = + 6 0 

es un valor de arg w'(t 0 ) y es, por tanto, el angulo de inclination de una recta 
dirigida tangente a T en el punto w 0 = /(z 0 ). Por lo tanto, el angulo de inclina¬ 
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Figura 81. 0 O = 0o + Mo¬ 


tion de la recta en w 0 difiere del angulo de inclination de la z 0 por el angulo de 
rotation. 

0o = arg/'(z 0 ). [3] 

Sean ahora C 1 y C 2 dos arcos suaves que pasan por z 0 , y sean 6 U 0 2 los 
angulos de inclination de sus respectivas rectas tangentes dirigidas en z 0 . Sabe- 
mos por el parrafo anterior que las cantidades 

4> 1 = 00 + y 02 = 00 + 02 

son angulos de inclination de rectas dirigidas tangentes a las curvas imagen 
yr 2 , respectivamente* en el punto vv 0 = /(z 0 ). Asi que 0 2 — 0i = 0 2 ~ esto 
es, el angulo 0 2 — (f> 1 desde Tj hasta r 2 es el mismo en magnitud y sentido que 
el angulo 0 2 — 9 x desde C x hasta C 2 . Esos angulos se han denotado por a en 
la Figura 82. 



Figura 82 


A causa de esta propiedad de conservar angulos, una transformacion w = f(z) 
se llama conforme en un punto z 0 si / es analitica en el y /'(z 0 ) # 0. Tal 
transformacion es conforme, de hecho, en un entorno de z 0 , porque / es necesa- 
riamente analitica en un entorno de z 0 (Sec. 20), y al ser /' continua en z 0 (Sec. 40) 
se deduce de la Section 14 que existe un entorno de ese punto en el que/'(z) # 0. 

Una transformacion w = f(z), definida en un dominio D, se llama transforma¬ 
cion conforme, o aplicacion conforme, si es conforme en todo punto de D. Es 
decir,/ es conforme en D si es analitica en D y su derivada no tiene ceros en D. 


.net 





272 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES 


TRANSFORMACIONES CONFORMES 273 


Cada una de las funciones elementales estudiadas en el Capitulo 3 se puede usar 
para definir una transformacion conforme en cierto dominio. 

Ejemplo 1. La aplicacion w = e z es conforme en todo el piano z porque 
d(e z )/dz = e z # 0 para todo z. Consideremos dos rectas arbitrarias jc = c l5 
y = c 2 , en el piano z, la primera dirigida hacia arriba y la segunda hacia la 
derecha. Segun la Seccion 68, sus imagenes bajo w = e z son un clrculo orientado 
positivamente centrado en el origen y un rayo que arranca del origen, respecti- 
vamente. Como ilustra la Figura 68 (Sec. 68), el angulo entre las rectas en su 
punto de interseccion es un angulo recto en la direction negativa, y lo mismo es 
cierto para el angulo que forman el clrculo y el rayo en el punto correspondiente 
del piano w. El caracter conforme de la aplicacion vv = e z queda ilustrado 
asimismo por las Figuras 7 y 8 del Apendice 2. 

Ejemplo 2. Consideremos dos arcos suaves que son curvas de nivel u(x, y) = c 1 
y v{x, y) = c 2 de las componentes real e imaginaria de una funcion 

/(z) = u(x, y) + iv(x, y), 

y supongamos que se cortan en un punto z 0 en el que / es analitica y /'(z 0 ) A 0. 
La transformacion w = f(z) es conforme en z 0 y aplica esos arcos en las rectas 
u = c 1 y v = c 2 , que son ortogonales en el punto w 0 = /(z 0 ). Por la teoria 
expuesta, los arcos han de ser ortogonales en z 0 . Esto ya ha sido verificado e 
ilustrado en los Ejercicios 12 a 16 de la Seccion 21. 

Una aplicacion que conserva la magnitud del angulo entre arcos suaves pero 
no necesariamente el sentido se llama una aplicacion isogonal. 

Ejemplo 3. La transformacion w = z, que es una reflexion en el eje real, es 
isogonal pero no conforme. Si va seguida por una transformacion conforme, la 
transformacion resultante w = /(z) es tambien isogonal pero no conforme. 

Sea / una funcion no constante y supongamos que / es analitica en z 0 . Si 
/ ( z o) = 0, entonces z 0 se llama un punto critico de la transformacion w = f(z). 

Ejemplo 4. El punto z = 0 es un punto critico de la transformacion w = 1 + z 2 , 
que es una composition de las aplicaciones Z = z 2 y w = 1 + Z. Un rayo 
6 = a. que parte del punto z = 0 es obviamente transformado en el rayo que 
arranca del punto w = 1 con angulo de inclination 2a. Ademas, el angulo entre 
cualesquiera dos rayos trazados desde el punto critico z = 0 se duplica bajo la 
transformacion. I 


74. OTRAS PROPIEDADES 

Otra propiedad de una transformacion w = f(z) que es conforme en el punto z 0 
se obtiene considerando el modulo de /'(z 0 ). De la definition de derivada y la 
propiedad [8], Seccion 12, de los limites, se sigue que 


l/'( z o)l = 


lim 


m - /Uo) 


Z — Z n 


\f{z) ~ f(Zo)\ 


= lim 

z-»z 0 \Z z 0 | 


[ 1 ] 


Ahora bien, |z — z 0 | es la longitud de un segmento recto que une z 0 con z, y 
| f(z) — f{z 0 ) | es la longitud de un segmento de recta que une /(z 0 ) con f(z) en el 
piano w. Es evidente que si z esta cerca del punto z 0 , la razon 

i m - f(z 0 )t 


de las dos longitudes es aproximadamente el numero |/'(z 0 )|. Notese que |/'(z 0 ) 
representa una dilatation si es mayor que 1 y una contraction si es menor que 1. 

Aunque el angulo de rotation arg /'(z)(Sec. 73) y el factor de escala \f'{z)\ 
varian en general punto a punto, de la continuidad de /' concluimos que sus 
valores son aproximadamente arg f'(z 0 ) y |/'(z 0 )| en puntos z proximos a z 0 . 
Luego la imagen de una pequena region en un entorno de z 0 es conforme con la 
region original en el sentido de que tiene aproximadamente la misma forma. Sin 
embargo, una region grande puede transformarse en una region que no guarda 
parecido con la original. 

Ejemplo 1. Para /(z) = z 2 , la transformacion 

w = /(z) = x 2 — y 2 + i2xy 

es conforme en el punto z = 1 + i, donde las semirrectas y = x (y ^ 0) y 
x = 1 (y ^ 0) intersectan. Denotemos esas semirrectas por C l y C 2 , con sentido 
positivo hacia arriba, y observemos que el angulo desde C\ hasta C 2 es tc/ 4 en 
su punto de interseccion (Fig. 83). Como la imagen de un punto (x, y) del piano z 
es un punto del piano w cuyas coordenadas rectangulares son 

u = x 2 — y 2 y v = 2 xy, 

la semirrecta Cj se transforma en la curva con representation parametrica 


Mas en general, se puede probar que si z 0 es un punto critico de una trans¬ 
formacion w = f(z), existe un entero m (m ^ 2) tal que el angulo entre cualquier 
par de arcos que pasen por z 0 queda multiplicado por m bajo la transformacion. 
El entero m es el menor entero positivo tal que / (m) (z 0 ) ^ 0. Dejamos como 
ejercicio la comprobacion de estos asertos. 
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Figure 83. w - z 2 . 

Por tanto, C 2 es la mitad superior de la parabola v 2 = -4 (u - 1). En cada 
caso, el sentido positivo de la curva imagen es hacia arriba. 

Si u y v son las variables en la representation [3] de la curva imagen r 2 , 
entonces 

dv _ dvjdy 2 2 

du du/dy —2y v' 

En particular, dv/du = — 1 cuando v = 2. En consecuencia, el angulo desde la 
curva imagen T, hasta la curva imagen T 2 en el punto w = /(I + i) = 2i es ji/ 4, 
como requiere el caracter conforme de la aplicacion. Tal como se ha anticipado, 
el angulo de rotacion n/A en el punto z = 1 + i es un valor de 


arg [/'(1 + 0] = arg [2(1 + i)] = - + 2nn 

4 

El factor de escala en ese punto es el numero 


(n — 0, ±1, ±2, ...). 



|/'(1 + 01 = I 2(1 + 01 = 2 yj 2 . 

Para poner de manifiesto como el angulo de rotacion y el factor de escala 
pueden cambiar punto a punto, notemos que son 0 y 2, respectivamente, en el 
punto z = 1, ya que/'(l) = 2. Vease la Figura 83, donde las curvas C 2 y r 2 
son las mismas de antes y donde el eje x no negativo C 3 se transforma en el eje u 
no negativo r 3 . 

Una transformation w = f(z) que sea conforme en el punto z 0 tiene una 
inversa local alii. Esto es, si w 0 = f(z 0 ), entonces existe una unica transformacion 
z = g( w ), definida y analitica en un entomo N de w 0 , tal que g(w 0 ) = z 0 y/[g(w)] = 
= w para todo punto w en N. La derivada de g es, de hecho, 

*'("’) = m■ w 

Hagamos notar de la expresion [4] que la transformacion z = g(w) es tambien 
conforme en w 0 . 
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Comprobemos la existencia de tal inversa, que es consecuencia directa de 
resultados del calculo avanzado*. Como se hizo notar en la Seccion 73, el que 
la transformacion w = f(z) sea conforme en z 0 implica que hay un entorno de 
z 0 donde la transformacion es conforme y, en consecuencia,/analitica. Por tanto, 
si escribimos z ~ x + iy, z 0 = x 0 + iy 0 , y 

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), 

sabemos que existe un entorno del punto (x 0 , y 0 ) en el que las funciones u(x, y) 
y v(x, y), junto con sus derivadas parciales de todo orden, son continuas (Sec. 40). 
Ahora bien, el par de ecuaciones 

u = u(x, y), v = v{x, y) [5] 

representa una transformacion del entorno mencionado en el piano uv. Ademas, 
el determinante 


J = = u x v v — v x u„, 

| V x v y I ” ' 

que se conoce como jacobiano de la transformacion, es no nulo en el punto 
(* 0 , Jo)- Porque, en vista de las ecuaciones de Cauchy-Riemann u x = v y y 
u y = — v x , podemos escribir J como 

J = (u x ) 2 + (v x ) 2 = \f'(z)\ 2 - 

yf'( z o) # 0, ya que la transformacion w = f(z) es conforme en z 0 . Las anteriores 
condiciones de continuidad sobre las funciones u, v y sus derivadas, junto con 
esa condition sobre el jacobiano, son suficientes para asegurar la existencia de 
una inversa local de la transformacion [5] en (x 0 , y 0 ). Esto es, si 

u 0 = u(x 0 , y 0 ) y v 0 = v(x 0 , y 0 ), [6] 

entonces existe una unica transformacion continua 

x = x(u, v), y = y(u, v), [7] 

definida sobre un entorno N del punto (« 0 , u 0 ) que aplica ese punto sobre (x 0 , 
Jo), tal que las ecuaciones [5] son validas cuando se cumplen las ecuaciones [7], 
Asimismo, aparte de ser continuas, las funciones [7] tienen derivadas parciales 
continuas de primer orden que satisfacen 


= j v y , 


Ju = -j v x , y v = -u x 


sobre N. 


Los resultados de calculo avanzado que vamos a usar aqui aparecen, por ejemplo, en Advanced 
Calculus, 3.“ ed., pp. 241-247, de A. E. Taylor y W. R. Mann. 
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Si hacemos w = u + iv, tv 0 = u 0 + iv 0 , y 

g(w) = x(u, v ) + iy(u, v ), [ 9 ] 

la transformation - = g( w ) es evidentemente la inversa local de la transformation 
w = /(r) en z 0 . Las transformaciones [5] y [7] se pueden escribir 

+ iv = u(x, y) + iv(x, y) y x + iy = x(u, v) + iy(u, v ); 

y estas dos ultimas ecuaciones son lo mismo que 

w = /(z) y z = g{w), 

donde g tiene las propiedades deseadas. Las ecuaciones [8] pueden usarse para 
demostrar que g es analitica en N. Relegamos los detalles a los ejercicios, en los 
que se deducira la expresion [4] para g'(w). 

Ejemplo 2. Si /(z) = e z , la transformation tv = /(z) es conforme en todo el 
piano z y, en particular, en el punto z = 2ni. La imagen de z 0 es el punto 
w 0 = 1. Si se expresan los puntos del piano tv como tv = pe i4> , la inversa local 
en z 0 se obtiene escribiendo g(w) = log tv, donde log tv denota la rama 

log tv = In p + i<f> (p > 0,n < <(> < 3n) 


de la funcion logaritmo, restringida a cualquier entorno de tv 0 que no contenga 
al origen. Observese que 


g(l) = In 1 + i2n = 2ni 



EJERCICIOS 

1. Hallar el angulo de rotation en z = 2 + i para la transformacion w = z 2 , e ilustrarlo 
para alguna curva especial. Probar que el factor de escala de esa transformacion en 
ese punto es 2 N /5. 

2. <,Que angulo de rotacion produce la transformacion tv = 1/z en el punto 
a) z = 1; b) z = il 

Sol. n; &) 0. 

3. Demostrar que bajo la transformacion tv = 1/z, las imagenes de las rectas y = x — 1, 
y y = , son el circulo u 2 + v 2 - u — v = 0 y la recta v = 0, respectivamente. Dibujar 
las cuatro curvas, determinando las direcciones correspondientes en ellas, y compro- 
bar el caracter conforme de la aplicacion en el punto z = 1. 

4. Probar que el angulo de rotacion en un punto no nulo z 0 = r 0 exp (i() 0 ) bajo la trans¬ 
formacion w = z" (n = 1, 2, ...) es (n - 1)0 O . Hallar el factor de escala de la 
transformacion en ese punto. 

Sol. nr" 0 ~ l . 

5. Probar que la transformacion w = sen z es conforme en todos los puntos, excepto 
en z = ( 2n -I- \)n/2(n = 0, +1, +2, ...). Notese que esto esta de acuerdo con la 
aplicacion de segmentos dirigidos de recta que muestran las Figuras 9, 10 y 11 del 
Apendice 2. 

6. Hallar la inversa local de la transformacion w = z 2 en el punto 
a) z 0 = 2; b) z 0 = —2; c) z 0 = — i. 


Sol. a) w 1 ' 2 
c) w 1/2 


x [pe llW2 (p > 0, — n < (j> < 7t); 
^/pe'* 12 (p > 0, 2n < (j> <4n). 


y que, si w esta en ese entorno, 


/[g(w>)] = exp (log w) = w. 

Asimismo, 


g ’(w) = — log w = - = -, 

aw w exp z 


de acuerdo con la Ecuacion [4], 

Notese que si elegimos el punto z 0 = 0, puede usarse 


Log tv = In p + i<f> (p > 0, - 7 t < (f> < 


de la funcion logaritmo para definir g. En ese caso, g( 1) = 0. 





7. En la Section 74 se hizo ver que las componentes u, v de la funcion inversa g (vtj 
definida por la Ecuacion [9] son continuas y tienen derivadas parciales continuas de 
primer orden en el entorno N. Usar [8], Section 74, para demostrar que las ecua¬ 
ciones de Cauchy-Riemann x u = y v , x v = —y u son validas en N. Concluir de ahi 
que g(w) es analitica en ese entorno. 

8 . Probar que si z = g(w) es la inversa local de una transformacion conforme tv = f(z) 
en un punto z 0 , entonces 


g'(w) 


1 

/'(ti 


la rama principal 


en puntos tv del entorno N en los que g sea analitica (Ejerc. 7). 

Sugerencia: Partir del hecho de que /[g(tv)] = tv, y aplicar la regia de la cadena 
para derivar funciones compuestas. 


7t) 


Sea C un arco suave contenido en un dominio D en el que la transformacion 
w = f( z ) es conforme, y sea T la imagen de C bajo esa transformacion. Probar que 
r es tambien un arco suave. 
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10. Supongamos que/es una funcion analitica en z 0 , y que 

/'( z o) = /"(*<>) = ••• =/ < " , “ 1> (z 0 ) = 0, f im \z Q ) * 0 

para algun entero positivo m (m ^ 1). Ademas, denotemos w 0 = /(z 0 ). 

a) Mediante la serie de Taylor de/centrada en el punto z 0 , probar que existe un 
entomo de z 0 en el que la diferencia /(z) - w 0 se puede escribir 

f(z) - w 0 = (z - z 0 ) mf —~ [1 + g(z)l 
m\ 

con g continua en z 0 y g(z 0 ) = 0. 

b) Sea T la imagen de un arco suave C bajo la transformation w = f( z ), como 
indica la Figura 81 (Sec. 73), y notese que los angulos de inclination 0 O y <f> 0 en 
esa figura son los limites de arg(z - z 0 ) y arg[/(z) - w 0 ], respectivamente, 
cuando z tiende hacia z 0 a lo largo del arco C. Usar entonces el resultado de la 
parte a) para demostrar que 0 O y <p 0 estan relacionados por la ecuacion 

<t>o = m<t> 0 + arg/ (m) (z 0 ). 

c) Sea a el angulo entre dos arcos suaves C, y C 2 que pasan por z 0> como se ve a 
la tzquierda en la Figura 82 (Sec. 73). Poner de manifiesto como se sigue de la 
relation obtenida en b) que el angulo correspondiente entre las curvas imagen 
r i y r 2 en el punto w 0 = /(z 0 ) es met. (Notese que la transformation es conforme 
en z 0 cuando m = 1 y que z 0 es un punto critico cuando m ^ 2.) 


75. ARMONICAS CONJUGADAS 

Vimos en la Section 21 que si una funcion 

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 

es analitica en un dominio D, entonces las funciones reales u y v son armonicas 
en el. Es decir, tienen derivadas parciales continuas de primer y segundo orden 
en D y satisfacen alii la ecuacion de Laplace: 

“« + u yy = °> v xx + v„ = 0. [1] 

Habiamos visto ya antes que las de primer orden cumplen las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann 

U x — Vyi Uy = —V x , [2] 

y, como se hizo constar en la Section 21, se dice que v es armonica conjugada 
de u. 

Supongamos ahora que u(x, y) es una funcion armonica dada, definida sobre 
un dominio D simplemente conexo (Sec. 38). En esta section probaremos que 
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u{x, y) admite siempre una armonica conjugada v{x, y) en D y obtendremos una 
expresion para ella. 

A tal fin, recordemos primero varios hechos relevantes acerca de las integrates 
curvilineas (o de contomo) en Calculo avanzado*. Supongamos que P(x, y) y 
Q(x, y) tienen derivadas parciales de primer orden continuas en un dominio D 
simplemente conexo del piano xy, y sean (x 0 , y 0 ) y (x, y) dos puntos cualesquiera 
en D. Si P y = Q x en todo punto de D, entonces la integral curvilinea 


P(s, 

Jc 


t)ds + Q{s, t)dt 


desde (x 0 , y 0 ) hasta (x, y) es independiente del contorno C escogido, siempre que 
este contenido en D. Ademas, si el punto (x 0 , y 0 ) se mantiene fijo y se permite 

que (x, y) varie sobre D, la integral representa una funcion univaluada 

\ 


% (x,y 

y) = 

J (xo, > 


P{s, t)ds + Q(s, t)dt 


dexey cuyas primeras derivadas parciales vienen dadas por las ecuaciones 

F x (x, y) = P(x, y), F y (x, y) = Q(x, y) [4] 

Notese que el valor de F cambia en una constante aditiva cuando se toma un 
punto (x 0 , y 0 ) diferente. 

Volviendo a la funcion armonica dada u(x, y), observemos que la ecuacion 
de Laplace u xx + u yy = 0 se sigue que 

(~Uy)y = («x)x 

en todo punto de D. Asimismo, las segundas derivadas parciales de u son 
continuas en D; y esto significa que las derivadas de primer orden de —u y y u x 
son continuas ahi. Asi pues, si (x 0 , y 0 ) es un punto fijo de D, la funcion 

|*<X, y) 

v(x, y) = - u,(s, t) ds + u s (s, t ) dt [5] 

J (xo. yo ) 

esta bien definida para todo (x, y) en D, y de acuerdo con [4], 

v x (x,y) = -u y (x,y), v y (x, y) = u x (x, y). [6] 

Estas son las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Como las derivadas de primer 
orden de u son continuas, es evidente de [6] que las de v tambien son continuas. 


* Vease, por ejemplo. W. Kaplan, Advanced Mathematics for Engineers , pp. 546-550, 1981. 
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Por tanto (Sec. 18), u + iv es una funcion analitica en D, y i; es , por consiguiente 
una armonica conjugada de u. 

La funcion v defmida por [5] no es, claro esta, la unica armonica conjugada 
de u. La funcion v(x, y) + c, donde c es una constante real arbitraria, es tambien 
una armonica conjugada de u. [Recordar el Ejerc. 9a), Sec. 21.] 

Ejemplo. Sea u(x, y) = xy, que es armonica en todo el piano xy. Segun T51 la 
funcion L J ’ 

y) 

v{x,y)= -sds + tdt 
J(0, 0) 

es una armonica conjugada de u. La integral aqui se calcula facilmente por 
inspection; puede calcularse tambien integrando primero sobre el camino hori¬ 
zontal desde el punto (0, 0) al (x, 0), y despues sobre el vertical, desde (x, 0) hasta 
el (x, y). El resultado es 

Hx,y) = -\x 2 + ^y 2 , 
y la correspondiente funcion analitica resulta ser 

f(z) = xy - l - (x 2 - y 2 ) = ~^z 2 . 


76. TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES ARMONICAS 

El problema de hallar una funcion armonica en un dominio especifico que 
satisfaga sobre su contorno condiciones previamente establecidas es prominente 
en Matematica Aplicada. Si se prescriben los valores de la funcion sobre la 
frontera, el problema se conoce como un problema de contorno de primera 
especie, o problema de Dirichlet. Si se prescriben los valores de la derivada 
normal de la funcion sobre la frontera, se habla de un problema de contorno de 
segunda especie, o problema de Neumann. Tambien aparecen combinaciones de 
ambos tipos de problemas. 

Los dominios mas frecuentes en las aplicaciones son simplemente conexos; y 
como una funcion armonica en un dominio simplemente conexo siempre tiene 
una armonica conjugada (Sec. 75), las soluciones de los problemas de contorno 
para tales dominios son las partes real e imaginaria de funciones analiticas. 

Ejemplo 1. Es facil comprobar que la funcion H(x, y) = e~ y senx satisface las 
condiciones 


H xx (x, y) + H„(x, y) = 0, 


[ 1 ] 
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H( 0, y) = 0, H(n, y) = 0, [2] 

H(x, 0) = sen x, lim H(x, y) = 0, 

y-*oo 

que plantean un problema de Dirichlet para la franja vertical semiinfimta 
0 < x < jt, y>0 (Fig. 84). Notese que, como 

— ie lz = e~ y senx - ie~ y cosx, 

la solution H(x, y) citada es la parte real de la funcion entera -ie iz . Es, asimismo 
la parte imaginaria de la funcion entera e iz . 


#=0 H xx + H yy = 0 \ H= 0 


O I tf= s 


Figura 84 



A veces, se puede descubrir una solution de un problema de contorno dado 
identificandola como la parte real o imaginaria de una funcion analitica. Eero el 
exito de tal procedimiento depende de la simplicidad del problema y de la 
famihandad de cada cual con las partes reales e imaginarias de diversas funciones 
analiticas. El siguiente teorema es de gran ayuda. 

Teorema. Supongamos que una funcion analitica 

w = /(z) = «(x, y) + iv(x, y) [4] 

aplica un dominio D z del piano z sobre un dominio D w del piano w. Si h(u, v) 
es una funcion armonica defmida sobre D w , entonces la funcion 


H(x, y) = h[u(x, y), v(x, >>)] 


es armonica sobre D 


Demostraremos en primer lugar el teorema en el caso en que el dominio /?„ 
es simplemente conexo. Por la Section 75 sabemos que esa propiedad de /)„ 
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asegura que la funcion armonica dada h(u, v) tiene una armonica conjugada 
g(u, v). Luego la funcion es analitica en D w . Puesto que la funcion 

<f>(w) = h(u, u) + ig(u, v) [6] 

es analitica en D z , la funcion compuesta ®[/(z)] es tambien analitica en D z . En 
consecuencia, la parte real h\u{x, y), v(x, y)] de esa composicion es armonica en 
D, 

Si D w no es simplemente conexo, hagamos notar que cada punto w 0 de D w 
tiene un entorno | w — w 0 | < e contenido por completo en D w . Ya que ese 
entomo es simplemente conexo, una funcion del tipo [6] es analitica en el. 
Ademas, como / es continua en un punto z 0 de D z cuya imagen es w 0 , existe un 
entorno |z — z 0 | < <5 cuya imagen esta contenida en el entorno \w — w 0 | < e. 
Por tanto, la composicion 0[/(z)] es analitica en el entorno |z — z 0 | < 3, y 
podemos concluir que h[u(x, y), v(x, y)] es armonica alii. Finalmente, como w 0 
era arbitrario en D w y cada punto de D z se aplica sobre uno de ellos bajo la 
transformation w = /(z), la funcion h[u(x, y), v(x, y)] ha de ser armonica en D z . 

La demostracion del teorema para el caso general en que D w no sea solo 
simplemente conexo puede lograrse directamente por medio de la regia de la 
cadena para derivadas parciales. Los detalles, no obstante, son algo tediosos 
(vease Ejerc. 8, Sec. 77). 

Ejemplo 2. La funcion h(u, v) = e~ v sen u es armonica en el dominio D w 
consistente en el semipiano superior v > 0 (vease Ejemplo 1). Si la transforma- 
cion es w = z 2 , entonces u(x, y) = x 2 — y 2 y v(x, y) = 2 xy; ademas, el dominio 
D z del piano z que consta de los puntos del primer cuadrante x > 0, y > 0, se 
aplica sobre D w , como se vio en el Ejemplo 1, Section 70. Luego la funcion 

H(x, y) = e~ 2xy sen {x 2 — y 2 ) 

es armonica en D z . 

Ejemplo 3. Consideremos la funcion h(x, y) = Im w = v, que es armonica en 
la banda horizontal — n/2 < v < nil. Se deduce facilmente de la discusion que 
siguio al Ejemplo 2 de la Section 68 que la transformation w = Log z aplica al 
semipiano superior x > 0 sobre esa banda. Escribiendo 



donde — n/2 arctg (y/x) < n/2, encontramos que la funcion 

y 

H{x, y) = arctg — 
x 

es armonica en el semipiano x > 0. 
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77. TRANSFORMACION DE LAS CONDICIONES 
DE CONTORNO NkuWOt 1 

Aquellos en que una funcion o derivada normal toman valores prefijados sobre 
el contorno de un dominio en el que es armonica son los tipos mas importantes, 
si bien no los unicos, de problemas de contorno. En esta section probaremos que 
algunas de estas condiciones de contorno quedan inalteradas bajo cambios de 
variables asociados a una transformation conforme. Estos resultados se utiliza- 
ran en el Cap. 9 para resolver problemas de contorno. La tecnica basica sera la 
de transformar un problema de contorno dado en el piano xy en otro mas 
sencillo en el piano uv, y usar entonces los teoremas de esta section y de la 
precedente para escribir la solution del problema original en terminos de la 
solution obtenida para el mas sencillo. 


Teorema. Sea 


w = /(z) = u(x, y) + iv(x, y) 


una transformacion conforme sobre un arco suave C, y sea T la imagen de C 
bajo esa transformacion. Si a lo largo de F una funcion h(u, v) satisface alguna 
de las condiciones 


, i an 

h ‘ h ° 0 s' 0 - ra 

donde h 0 es una constante real y dhjdn denota la derivada normal a T, entonces, 
sobre C, la funcion 


H(x, y) = h\u{x, y), v(x, y)] 


satisface la condicion correspondiente 


H = h 0 o 


donde dh/dN denota la derivada normal a C. 

Para probar que la condicion h = h 0 sobre T implica que H — h 0 sobre C, 
notemos de [3] que el valor de H en cualquier punto (x, y) de C es el mismo 
que el valor de h en la imagen (u, v) de (x, y) bajo la transformacion [1], Como 
u imagen del punto (u, v) esta en T y puesto que h = h 0 sobre esa curva, se 
sigue que H = h 0 sobre C. 

Por otra parte, supongamos que dhjdn = 0 sobre T. El Calculo ensena que 


o.net 


^ = (grad h) n, 
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donde grad h denota el gradiente de h en un punto (u, v ) de r, y n es un vector 
umtario normal a T en (u, u). Ya que dh/dn = 0 en (u, v), la Ecuacion [5] nos 
ice que grad h es ortogonal a n en ( u , v). Esto es, grad h es tangente a T alii 
(Fig. 85). Ahora bien, los gradientes son ortogonales a las curvas de nivel, y como 
grad h es tangente a T, concluimos que T es ortogonal a la curva de nivel 
h(u, v) = h l que pasa por (u, v). 

Segiin la Ecuacion [3], la curva de nivel H(x, y) = h x en el piano z se puede 
expresar como 

h[u(x, y), v(x, 7 )] = h t ; 



Figura 85 


asi que es transformada evidentemente en la curva de nivel h(u, v) = h x bajo [1], 
Aaemas, como C se transforma en F, y F es ortogonal a la curva de nivel 
h(u, v ) = h u tal como se ha demostrado en el parrafo precedente, se deduce del 
caracter conforme de la transformacion [1] sobre C que C es ortogonal a la 
curva de nivel H(x, y) = h x en el punto (x, v) correspondiente al (u, v). Debido 
a que los gradientes son ortogonales a las curvas de nivel, eso significa que 
grad H es tangente a C en (x, y) (vease Fig. 85). En consecuencia, si N denota 
un vector unitario normal a C en (x, y), grad H es ortogonal a N. O sea, 

(grad H) • N = 0. [6] 

Finalmente, ya que 

dH 

^ = (grad H) ■ N, 

podemos concluir de [6] que dH/dN = 0 en los puntos de C. 

En esta discusion hemos supuesto tacitamente que grad h =£ 0. Si grad h = 0, 
se sigue de la identidad 

Igrad H(x, y)\ = |grad(A, v)\\f'(2)\, 

deducida en el Ejercicio 10a) de esta seccion, que grad H ^ 0; luego dhldn 
y la correspondiente derivada normal dH/dN son ambas cero. Hemos supuesto 
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tambien que: a) grad h y grad H existen siempre, y b) que la curva de nivel 
H(x, y) - h y es un arco suave en el punto (x, y) cuando grad h ^ 0 en {u, v). 
La condicion b) garantiza que los angulos entre arcos se conservan bajo la 
transformacion [1] cuando es conforme. En todas las aplicaciones que estudie- 
mos, ambas condiciones a) y b) seran satisfechas. 

Ejemplo. Sea, por ejemplo, la funcion h{u, v) = v + 2. La transformacion 
w = iz 2 = —2 xy + i(x 2 — y 2 ) 

es conforme si z # 0. Aplica la semirrecta y = x (x > 0) sobre el eje u negativo, 
donde h = 2 , y el eje x positivo sobre el eje v positivo, donde la derivada normal 
h 4 es 0 (Fig. 86 ). Por el teorema anterior, la funcion 

H(x, y) = x 2 - y 2 + 2 

debe cumplir las condiciones H = 2 sobre la semirrecta y = x (x > 0) y H y = 0 
sobre el eje x positivo, como se puede comprobar directamente. 



Figura 86 


Una condicion de contorno que no sea de uno de los dos tipos mencionados 
en el teorema se puede transformar en una condicion que es sustancialmente 
diferente de la original (vease Ejerc. 6). Las nuevas condiciones de contorno para 
el problema transformado pueden obtenerse en cualquier caso para una transfor¬ 
macion particular. Es interesante hacer constar que, bajo una transformacion 
conforme, el cociente entre una derivada direccional de H a lo largo de un arco 
suave C en el piano z y la derivada direccional de h a lo largo de la curva imagen 
r en el punto correspondiente del piano w es |/'(z)|; usualmente, ese cociente no 
es constante a lo largo de un arco dado. (Vease Ejerc. 10.) 

EJERCICIOS 

1. Usar la expresion [5], Seccion 75, para hallar una armonica conjugada de la funcion 
armonica u(x, v) = x 3 — 3 xy 2 . Escribir la funcion analitica resultante en terminos 
de la variable compleja z. 
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2 ' arm 6 n l C c ““ d01 ? ini ° ° sim P lemen te conexo. Mediante los resultados 

de las Secciones 75 y 40, probar que sus denvadas parciales de todo orden son 
continuas sobre D. 


3. La transformation w = exp z aplica la franja horizontal 0 < y < n sobre el 
semipiano superior v > 0, como indica la Figura 6 del Apendice 2; y la funcion 


h(u, v) = Re (w 2 ) = u 2 


es armonica en ese semipiano. Con ayuda del teorema de la Section 76, demostrar 

que la funcion H(x, y) = e 2 * cos 2 y es armonica en la franja. Verificar este resultado 
directamente. 


4 . Bajo la transformation w = exp z, la imagen del segmento 0 ^ y ^ 7t del eie v es 
el semicirculo u 2 + v 2 = 1, y 5; 0. Ademas, la funcion 


h(u, v) = Re [2 - w + i) = 2 — u + _ 

V wy u 2 + v 2 


es armonica en todo el piano w, excepto en el origen, y toma el valor h = 2 sobre el 
semicirculo. Escnbir una expresion explitita para la funcion H(x, y) definida en el 
teorema de la Section 77. Ilustrar entonces el teorema probando directamente que 
n = 2 sobre el segmento 0 g y g 71 del eje y. 


5. La transformacion w = z 2 aplica los ejes x e y positivos y el origen del piano z sobre 
el eje u del piano w. Consideremos la funcion armonica 


h(u, v) = Re (e w ) = e~“ cosy, 


y observemos que su derivada normal h v es cero sobre el eje u. Ilustrar el teorema 
de la Seccion 77 para /(z) = z 2 , probando directamente que la derivada normal de 
la funcion H(x, y) definida en el teorema es cero sobre los dos ejes positivos del 
piano z. (Notese que la transformacion w = z 2 no es conforme en el origen.) 


6. Sustituir la funcion h del Ejercicio 5 por la funcion armonica 


h(u, v) — Re (— 2 iw + e *j = 2v + e “ cos y. 


Entonces probar que h v = 2 sobre el eje u, pero H y = 4x sobre el eje x positivo y 
H x — 4 y sobre el eje y positivo. Esto ilustra como una condicion del tipo 


— ho ^ 0 


no se transforma necesariamente en una condicion del tipo dH/dN - h 0 . 


Probar que si una funcion H(x, y) es solution de un problema de Neumann (Sec. 76), 

entonces H(x, y) + A, donde A es cualquier constante real, tambien es solution de 
ese problema. 


8. Supongamos que una funcion analitica w = /(z) = u(x, y) + iv(x, y) aplica un 
dominio D z del piano z sobre un dominio D w del piano w; y sea h(u y v ) una funcion 
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con derivadas principales de primer y segundo orden continuas, definida sobre D w . 
Usar la regia de la cadena para derivadas parciales con el fin de demostrar que si 
H(x, y) = h[u(x, y), v(x, y)], entonces 

H xx(x, y) + H yy (x, y) = [//„„(«, v) + hju, y)]|/'(z)| 2 . 

Concluir que la funcion H(x, y) es armonica en D si h(u, v) lo es en D„. Esto 
proporciona una nueva demostracion del teorema de la Seccion 76, incluso si el 
dominio D w no es simplemente conexo. 

Sugerencia: En las simplificaciones es importante notar que al ser / analitica, 
las ecuaciones de Cauchy-Riemann u x = v y , u y = -v x , son validas, y que las 
funtiones uy v satisfacen ambas la ecuacion de Laplace. Asimismo, las conditiones 
de continuidad sobre las derivadas de h aseguran que h uv = h vu . 

9. Sea p(u, v) una funcion que tiene derivadas parciales de primer y segundo orden 
continuas y satisface la ecuacion de Poisson 

Pm.(u, v) + pju, v) = <D(u, y) 

en un dominio D w del piano w, donde O es una funcion prefijada. Poner de manifies- 
to como de la identidad obtenida en el Ejercicio 8 se desprende que si una funcion 
analitica 

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 

aplica un dominio D z sobre un dominio D„, entonces la funcion 

P(x, y) = p{u(x, y), v(x, y)] 
satisface en D z la ecuacion de Poisson 

Pxxix, y) + P yy (x, y) = ®[u(x, y), v(x, y)]|/'(z)| 2 . 

10 . Sea w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) una aplication conforme de un arco suave C sobre 
un arco suave T del piano w. Sea h(u, y) definida sobre T, y escribamos 

H(x, y) = h[u(x, y), v(x, y)]. 

a) Sabemos por el Calculo que las componentes xeyde grad H son las derivadas 
parciales H x y H y , respectivamente. Del mismo modo, grad h tiene componentes 
K y K Aplicando la regia de la cadena para derivadas parciales, y haciendo uso 
de las ecuaciones de Cauchy-Reimann, probar que si (x, y) es un punto de C y 
(«, y) su imagen en T, entonces 

|grad H(x, y)| = |grad h(u, y)||/'(z)|. 

b) Probar que el angulo entre el arco C y grad H en el punto (x, y) de C es igual 
al angulo entre T y grad h en la imagen (u, y) del punto (x, y). 

cj Sean s, o las distancias a lo largo de los arcos C y T, respectivamente. Sean t y 
t vectores unitarios tangentes en un punto (x, y) de C y su imagen (u, v), en la 
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“t Con ayuda de r “ u,,ados de ,as -»» 

dH dh 

= (grad//)t y — = (grad h) ■ t, 

probar que la derivada direccional a lo largo del arco r se transforma como 


dH 

ds 
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CAPITULO 

_ NUEVE 

APLICACIONES 
DE LAS TRANSFORMACIONES 

CONFORMES 


LTtilizaremos ahora transformaciones conformes para resolver un cierto numero 
de problemas relativos a la ecuacion de Laplace en dos variables independientes. 
Trataremos cuestiones de conduccion termica, potencial electrostatico y flujo de 
fluidos. Puesto que estos problemas tienen por objetivo ilustrar los metodos, se 
mantendran a un nivel elemental. 


78. TEMPERATURAS ESTACIONARIAS 

En la teoria de la conduccion del calor, el flujo a traves de una superficie interior 
a un solido en un punto de tal superficie es la cantidad de calor que fluye en una 
direction especifica normal a la superficie por unidad de tiempo y por unidad de 
area en el punto. Por tanto, el flujo se mide en unidades tales como calorias por 
segundo por centimetro cuadrado. Lo denotaremos aqui por <I>, y varia con la 
derivada normal de la temperatura T en el punto en cuestion: 

® = - K (K > 0 ). [ 1 ] 

dN 

La constante K se conoce como la conductividad termica del material del solido, 
que se supone homogeneo. 

A los puntos del solido se les asignan coordenadas rectangulares en el espacio 
tridimensional, y restringimos nuestra atencion a aquellos casos en que la tempe¬ 
ratura T varia solo con las coordenadas x, y. Ya que T no varia con la coordena- 
da perpendicular al piano xy, el flujo de calor es bidimensional y paralelo a ese 
piano. Supondremos ademas que el flujo es estacionario, es decir, que T no varia 
con el tiempo. 

Damos por cierto que ni se crea ni se destruye energia termica en el interior 
del solido. Esto es, no hay en el ni fuentes ni sumideros de calor. Ademas, la 
funcion temperatura T(x, y) y sus derivadas parciales de primer y segundo orden 
son continuas en todo punto interior al solido. Esta afirmacion y la expresion [1] 
para el flujo de calor son postulados para la formulation matematica de la teoria 
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de conduction termica, aplicables tambien al interior de un solido que contenga 
una distribution continua de fuentes o sumideros. 

Consideremos ahora un elemento de volumen interior al solido en forma de 
prisma rectangular de altura unidad perpendicular al piano xy, con base Ax por 
Ay en ese piano (Fig. 87). La razon a la que el calor fluye hacia la derecha a traves 
de la cara izquierda es -KT x (x, y)Ay ; y hacia la derecha a traves de la cara 
derecha es -KT x (x + Ax, y) Ay. Restando uno de otro, obtenemos la razon de 
perdida de calor de ese elemento a traves de las dos caras, a saber, 

J T *{x + Ax, y) - TJx, yj . „ 

“ L Ax- J Ax A * 

o sea 

- KT xx (x, y) Ax Ay [2] 

si Ax es muy pequeno. La expresion [2] es, claro esta, una aproximacion, cuya 
precision aumenta al haer Ax, Ay mas y mas pequenos. 



Figura 87 


De manera analoga, la razon de perdida de calor a traves de las otras dos 
caras perpendiculares al piano xy, resulta ser 

— KTJx, y) Ax Ay [ 3 ] 

El calor entra o sale del elemento solo a traves de esas cuatro caras, y las 
temperaturas dentro de el son estacionarias. Luego la suma de [2] y [3] es cero; 
o sea, 

T xx (x, y) + TJx, y) = 0. [4] 

La funcion temperatura satisface, por tanto, la ecuacion de Laplace en todo 
punto interior al solido. 

En vista de [4] y de la continuidad de la funcion temperaura y de sus 
derivadas parciales, T es una funcion armdnica de x e y en el dominio representa- 
do por el interior del solido. 
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Las superficies T(x, y ) — c u donde c x es cualquier constante real, son las 
isotermas interiores al solido. Pueden considerarse tambien como curvas en el 
piano xy; entonces T(x, y) puede interpretarse como la temperatura en un punto 
(x, y) de una fina placa de material en ese piano, con sus caras aisladas termica- 
mente. Las isotermas son las curvas de nivel de la funcion T. 

El gradiente de T es perpendicular a la isoterma en cada punto, y el flujo 
maximo en un punto va en la direction del gradiente en ese punto. Si T(x, y) 
denota la temperatura en una placa delgada y S es una armonica conjugada de la 
funcion T, entonces una curva S(x, y) = c 2 tiene al gradiente de T como vector 
tangente en cada punto en que la funcion analitica T(x, y) + iS(x, y) sea 
conforme. Las curvas 5(x, y) = c 2 se llaman lineas de flujo. 

Si la derivada normal dT/dN es cero sobre cualquier fragmento de la frontera 
de la placa, el flujo de calor por el es nulo. Es decir, esa parte esta termicamente 
aislada y es, en consecuencia, una linea de flujo. 

La funcion T puede, asimismo, denotar la concentration de una sustancia que 
se difunde por un solido. En tal caso, K es la constante de difusion. La discusion 
anterior y la deduction de la Ecuacion [4] son aplicables a la difusion en estado 
estacionario. 


79. TEMPERATURAS ESTACIONARIAS 
EN UN SEMIPLANO 

Hallemos una expresion para las temperaturas estacionarias T(x, y) en una placa 
delgada constituida por el semipiano y 2: 0 cuyas caras estan aisladas y cuyo 
borde y = 0 se mantiene a temperatura cero, excepto el segmento — 1 < x < 1, 
donde se mantiene un valor unidad para la temperatura (Fig. 88). La funcion 
T(x, y) ha de ser acotada; esta condition es natural si consideramos la placa 
dada como limite del caso 0 i£ y iS y 0 cuyo borde superior se mantiene a tem¬ 
peratura fija mientras y 0 crece. De hecho, seria fisicamente razonable estipular 
que T(x, y) tiende a cero cuando y tiende a infinito. 

El problema de contorno que debemos resolver se formula asi: 


TJx, y) + TJx, y) = 0 (- oo < x < oo, y > 0), 


T(x, 0) = 


1 si |x| < 1, 
0 si |x| > 1; 


[ 1 ] 

[ 2 ] 


ademas, \T(x, y)| < M, donde M es una constante positiva. Este es el problema 
de Dirichlet para un semipiano del piano xy. Nuestro metodo de solution 
consistira en obtener un nuevo problema de Dirichlet para una region del piano 
uv. Esta region sera la imagen del semipiano bajo una transformation w = /(z) 
analitica en el dominio y > 0 y conforme sobre el borde y = 0, excepto en los 
puntos (±1, 0), en los que no esta definida. Sera facil descubrir una funcion 
armonica acotada que satisfaga el nuevo problema. Los dos teoremas del Capitu- 
lo 8 se aprovecharan entonces para transformar la solution del problema en el 
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80. UN PROBLEMA RELACIONADO 

Consideremos una losa semiinfmita en el espacio tridimensional, acotado por los 
pianos x = ± n/2 e y — 0 , cuando las dos primeras superficies se mantienen a 
temperatura cero y la ultima a temperatura unidad. Deseamos hallar una expre¬ 
ss * 1 para la temperatura T(x, y ) en cualquier pun to interior a la losa. El proble- 
ma es tambien el de hallar las temperaturas en una placa delgada que tiene la 
forma de una banda semiinfmita -n/2 ^ x -g n/2, y ^ 0 con sus caras 
perfectamente aisladas (Fig. 89). 



Figure 89 


El problema de contorno es ahora 

Txx( x , y) + T yy (x, y) = 0 — < x < — > y > oj, [ 1 ] 

T {~T y ) = r (r y ) = 0 O' > o). ra 

T(x ’ 0) = 1 < x < 0 [3] 

donde T(x, y) es acotada. 

A la vista del Ejemplo 1 en la Section 69, asi como de la Figura 9 del 
Apendice 2, la aplicacion ° 

w = sen z [ 4 ] 

transforma este problema de contorno en el planteado en la Section 79 (Fig. 88 ). 
Por tanto, de acuerdo con la solucion [ 6 ] de esa section, 

T = rc, arctg (y~+ ^ _ i) (° ^ arct s ' ^ «)■ [5] 

El cambio de variables indicado en la Ecuacion [4] se puede escribir 
u = sen x cosh y, v = cos x senh y; 
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y la funcion armonica [5] se convierte en 

T=- arctg ( -j_ 2 -Cos x senh y _\ 

n \sen 2 x cosh 2 y + cos 2 x senh 2 y - If 

Como el denominador se reduce a senh 2 y - cos 2 x, el cociente se puede poner 
en la forma 


2 cos x senh y 


2 (cos x/ senh y) 


senh 2 y - cos 2 x 1 - (cos x/senh y) : 


= tg 2 a, 


donde tg a = cos x/senh y. Por tanto, T = {2/n)a\ esto es, 


rj, 2 ( COS X \ ( jr\ 

T ~n aTCtg {^nh^) [° = a^g t g [ 6 ] 

Esta funcion arcotangente tiene recorrido de 0 a n/2, ya que su argumento es no 
negativo. 

Dado que sen z es entera y la funcion [5] es armonica en el semipiano v > 0, 
la funcion [ 6 ] es armonica en la banda -n/2 < x < n/2, y > 0 , Asimismo, la 
funcion [5] satisface la condition de contorno T = 1 cuando |u| < 1 y v = 0, asi 
como la condition T = 0 cuando |w| > 1 y v = 0. Luego la funcion [ 6 ] satisface 
las condiciones de contorno [2] y [3], Ademas, | T(x, y)\ ^ 1 sobre la banda. La 
expresion [ 6 ] es, por consiguiente, la formula buscada para la temperatura. 

Las isotermas T(x, y) = c 1 (0 < c x < 1) son las porciones de las superficies 


cos x = tg senh y 


intenores a la losa, pasando cada una de ellas por los puntos (±n/2, 0 ) del piano 
xy. Si K es la conductividad termica, el flujo de calor en la losa a traves de la 
superficie que esta en el piano y = 0 es 


-KT y (x, 0) = 


n n 

- 2 <X< 2 


El flujo que sale a traves de la superficie que esta en el piano x = n/2 es 


KT %->) = i^h 


(y > 0). 


' ^ problema de contorno planteado en esta section puede resolverse por el 
metodo de separation de variables. Ese metodo es mas directo, pero da la solucion 
en forma de serie infinita*. 


* Esencialmente este mismo problema esta tratado en el libro del autor Fourier Series and 
ou " ar V a u e Problems, 4. ed., Problema 8, pag. 127, 1987. En su Capltulo 10 puede encontrarse 
tambien una breve d.scus.on sobre la unicidad de las soluciones a problemas de contorno. 
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81. TEMPERATURAS EN UN CUADRANTE 

Vamos a hallar las temperaturas estacionarias en una placa delgada en forma de 
un cuadrante, si se aisla un segmento al extremo de uno de sus hordes, mientras 
el resto de ese horde se mantiene a una temperatura fija, y el segundo horde se 
mantiene a otra temperatura fija. Las superficies estan aisladas, de modo que el 
problema es bidimensional. 

Se pueden escoger la escala de temperaturas y la unidad de longitud de modo 
tal que el problema de contorno para la funcion temperatura sea 


T xx (x, y) + T yy {x, y) = 

0 

(x > 0 , y > 0 ), 

[i] 

f T y (x, 0) = 0 

si 

0 < x < 1 , 

[2] 

1 T(x, 0) = 1 

si 

x > 1 , 

T(0, y) = 0 


(y > 0 ), 

[3] 



Figura 90 


donde T(x, y) es acotada en el cuadrante. La placa y sus condiciones de contorno 
se muestran en la Figura 90. Las condiciones [2] prescriben el valor de la 
derivada normal de la funcion T en una parte de una recta del contorno y el valor 
de la propia funcion sobre el resto de esa recta. El metodo de separation de 
variables mencionado al final de la Section 80 no se adapta a tales problemas, 
con diferentes tipos de condiciones a lo largo de la misma recta frontera. 

Como se indica en la Figura 10 del Apendice 2, la transformation 

z = sen w [4] 

es una aplicacion uno a uno de la banda 0 ;§ u ^ tt/ 2 , v ^ 0 sobre el cuadrante 
x ^ 0, y ^ 0. Notese que ahora la existencia de inversa esta garantizada por el 
hecho de que la transformation dada es a la vez uno a uno y suprayectiva. Como 
la transformation [4«] es conforme en la franja, excepto en el punto w = n/2, la 
transformation inversa es conforme en el cuadrante, salvo en el punto z = 1. Esa 
transformation inversa aplica el segmento 0 < x < 1 del eje x sobre la base de la 
franja, y el resto de la frontera sobre los lados de la franja, como muestra la 
Figura 90. 
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Al ser conforme en el cuadrante la transformation inversa de [4], excepto en 
z = 1 , la solution del problema dado puede obtenerse encontrando una funcion 
que sea armonica en la franja y que satisfaga las condiciones de contorno que se 
ven a la derecha en la Figura 90. Notese que estas condiciones de contorno son 
de los tipos h = h 0 y dh/dn = 0 del teorema de la Section 77 . 

La requerida temperatura estacionaria T para el nuevo problema de contorno 
es claramente 

rp 2 

T = - u, [ 5 ] 

n L J 

siendo la funcion (2/n)u la parte real de la funcion entera (2/n)w. Ahora hemos de 
expresar T en terminos d e x e y. 

Para hallar u en terminos de x e y, hagamos notar en primer lugar que, de 
acuerdo con [4], 

x = sen u cosh v, y = cos u senh v. [ 6 ] 

Cuando 0 < u < n/2, tanto sen u como cos u son no nulos y, en consecuencia, 


sen 2 u cos 2 u 


Conviene observar ahora que, para cada u fijo, la hiperbola [7] tiene sus focos en 
los puntos 

z = ± sen 2 u + cos 2 u = +1 

y que la longitud del eje transverso, que es el segmento recto que une los dos 
vertices, es 2 sen u. Asi pues, el valor absoluto de la diferencia de las distancias 
entre los focos y un punto (x, y) que este en la portion del primer cuadrante de la 
hiperbola es 

\/( x + l ) 2 + y 2 — y/(x — l ) 2 + y 2 = 2 sen u. 

Se sigue directamente de [ 6 ] que esta relation es valida tambien cuando u = 0 o 
u = n/2. Segun [5], la requerida funcion temperatura es, por tanto, 

2 1 _ 

T = - arcsen - lj(x + l ) 2 + y 2 - y/(x - l ) 2 + y 2 ], [ 8 ] 


donde al ser 0 ^ u ^ rr/ 2 , la funcion arcoseno tiene recorrido entre 0 y tt/ 2 . 

Si se desea comprobar que esta funcion cumple las condiciones de contorno 
[ 2 ], basta recordar que ^/(x — I ) 2 denota x — 1 si x > 1 y 1 — x si 0 < x < 1 , 
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siendo positivas las raices cuadradas. Notese ademas que la temperatura en 
cualquier punto de la parte aislada del borde inferior de la placa es 

2 

T(x, 0) = — arcsen x (0 < x < 1). 
n 

Se ve de la Ecuacion [5] que las isotermas T(x, y) — c x (0 < c x < 1) son las 
partes de las hiperbolas cofocales [7], con u = ncJ2, que estan en el primer 
cuadrante. Como la funcion (2/n)v es armonica conjugada de la funcion [5], las 
lineas de flujo son cuartos de las elipses cofocales obtenidas al mantener v 
constante en las Ecuaciones [6]. 

EJERCICIOS 

1. En el problema de la placa semiinfinita de la izquierda de la Figura 88, Seccion 79, 
obtener una armonica conjugada de la funcion temperatura T(x, y) de la Ecuacion 
[5], Seccion 79, y hallar las lineas de flujo del calor. Probar que estas consisten en la 
parte superior del eje y y las mitades superiores de ciertos circulos a ambos lados de 
ese eje, estando los circulos centrados en los segmentos AB o CD del eje x. 

2. Demostrar que si no se exige que la funcion T de la Seccion 79 sea acotada, entonces 
la funcion armonica [4] de esa seccion puede sustituirse por la funcion armonica 

T = Im (— w + A cosh w ) = — v + A senh u sen v, 

\n j n 

donde A es una constante real arbitraria. Concluir que la solution del problema de 
Dirichlet para la banda del piano uv (Fig. 88) no seria unica. 

3. Supongamos que se omite la condition de acotation de T en el problema de las 
temperaturas en la losa semiinfinita de la Seccion 80 (Fig. 89). Probar que entonces 
son posibles infinitas soluciones, analizando el efecto de ariadir a la solution encon- 
trada alii la parte imaginaria de la funcion A sen z, donde A es una constante real 
arbitraria. 

4. Usar la funcion Log z para hallar una expresion de las temperaturas estacionarias en 
una placa en forma de cuadrante x ^ 0, y S 0, si sus caras estan perfectamente 
aisladas y sus bordes tienen temperaturas T(x, 0) = 0 y T( 0, y) = 1 (Fig. 91). Hallar 
las isotermas y las lineas de flujo, dibujando ademas algunas de ellas. 

Sol. T = (2 jn arctg (y/x). 


T= 1 

T= o x 

Figura 91 
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5. Hallar las temperaturas estacionarias en un solido cuya forma es la de una larga cufia 
cilindrica, si sus pianos frontera 6 = 0 y 0 = 0 o (0 < r < r 0 ) se mantienen a 
temperaturas constantes 0 y T 0 , respectivamente, y su superficie r = r Q (0 < 6 < 0 o ) 
esta perfectamente aislada (Fig. 92). 

Sol. T = (T 0 /e 0 ) arctg (y/x). 


• y 1 


„ 

% ;■ 

* * 

j|_ 

O 

II 

r Q X 


Figura 92 


6 . Hallar las temperaturas estacionarias T(x, y) en el solido semiinfinito y ^ 0 si T = 0 
en la parte x < — 1, y = 0 del contorno, si T = 1 en la parte x > 1, y = 0, y si la 
banda — 1 < x < 1, y = 0 del contorno esta aislada (Fig. 93). 


1 i 

Sol. T = - + - 

2 71 


- arcsen ^ [^/(x + 1 ) 2 + y 2 - ^J(x - \) 2 + y 2 ] 
n l 

( — 7t/2 ^ arcsen t g n/2). 


1 , 1 \ 


Figura 93 


7. Hallar las temperaturas estacionarias acotadas en el solido x 2: 0, y ^ 0, cuando 
las superficies frontera se mantienen a temperaturas fijas, excepto fragmentos aislados 
de la misma anchura en la esquina, como indica la Figura 94. 

Sol. T = \ + - arcsen \ [J(x 2 - y 2 + l) 2 + 4x 2 y 2 - J(x 2 - y 2 - l) 2 + 4x 2 /] 
2 n 2 

( — 7t/2 g arcsen t ^ n/2). 



''"U T- 1 

Figura 94 
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8 . Resolver el problema de Dirichlet para una franja semiinfmita (Fig. 95): 

H xAx, y) + H„(x, y) = 0 (0 < x <n/2,y > 0, 

H(x, 0) = 0 (0 < x < tt/2), 

#(°> y) = 1, H(n/2, y) = 0 (y > 0), 

donde 0 g H(x, j) g 1. 

Sugerencia: Este problema se puede transformar en el del Ejercicio 4. 

•' } ~ V 

Sol. H = — arctg ^ •* 
n V tg x 



H = 0 I x 
2 

Figura 95 

9. Deducir una expresion para las temperaturas T(r, 6) en una placa semicircular r < 1 

= 6 = n ' co " caras aisladas > si T = 1 a lo largo de la arista radial 8 = 0 (0 < r < 1)’ 
y T = 0 en el resto del contorno. 

Sugerencia: Este problema se puede transformar en el del Ejercicio 8. 


Sol T= 2 - arctg (i-^ctg^. 

10 ‘ w SOlV6r 61 P roblei f a de contorno para la placa x ^ 0, y 0, en el piano z, cuando 
gura96 S ™ ^ ^ y aS condlclones de contorno son las indicadas en la Fi- 

Sugerencia: Usar la aplicacion w = V,z = iz/|zf para transformar este proble¬ 
ma en el planteado en la Seccion 81 (Fig. 90). 



Figura 96 

11. Las porciones x <t 0, y = 0 y x < 0, y = n de las aristas de una placa infinita Ogr 
= n estan aisladas termicamente, al igual que sus caras. Las condiciones T(x, 0) = 1 

y (x, 7i) — 0 se mantienen enx > 0 (Fig. 97). Hallar las temperaturas estacionarias 
en la placa. 

Sugerencia: Este problema se puede transformar en el del Ejercicio 6. 
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Figura 97 

12. Sea una placa delgada, con las caras aisladas, cuya forma es la de la mitad superior 
de la region encerrada por una elipse de focos (±1, 0). La temperatura en la parte 
ellptica de su contorno es T = 1. La temperatura a lo largo del segmento -1 < x < 1 
del eje x es T = 0, y el resto del contorno del eje x esta aislado. Con ayuda de la 
Figura 11 del Apendice 2, hallar las lineas de flujo del calor. 

13. Segun la Seccion 42 y el Ejercicio 4, Seccion 43, si una funcion f(z) = u(x, y) + iv(x y) 
es continua en una region cerrada y acotada R, y analitica y no constante en ’su 
interior, entonces la funcion u(x, y) alcanza sus valores maximo y minimo en la 
frontera de R, nunca en su interior. Interpretando u(x, y) como una temperatura 
estacionaria, dar una razon fisica de por que tal propiedad ha de ser cierta. 

82. POTENCIAL ELECTROSTATICO 

En un campo de fuerzas electrostatico, la intensidad del campo en un punto es un 
vector que representa la fuerza ejercida sobre una carga positiva unidad colocada 
en ese punto. El potencial electrostatico es una funcion escalar de las coordena- 
das espaciales tal que, en cada punto, su derivada direccional en cualquier 
direccion es la opuesta de la componente de la intensidad del campo en esa 
direccion. 

Para dos particulas cargadas estacionarias, la magnitud de la fuerza de atrac- 
cion o repulsion ejercida por una particula sobre la otra es directamente propor- 
cional al producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la 
distancia entre las particulas. De esta ley del cuadrado inverso se puede deducir 
que el potencial en un punto debido a una sola particula en el espacio es 
inversamente proporcional a la distancia entre el punto y la particula. En toda 
repon libre de cargas, se puede demostrar que el potencial debido a una distribu¬ 
tion de cargas externa a esa region satisface la ecuacion de Laplace para el 
espacio tridimensional. 

Si las condiciones son tales que el potencial V es el mismo en todos los pianos 
paralelos al piano xy, entonces en regiones libres de cargas V es una funcion 
armonica de solo dos variables x e y: 

Kx(x, y) + VJx, y) = o. 

El vector intensidad del campo en cada punto es paralelo al piano xy con 
componentes x e y respectivas - V x (x, y) y - V y (x, y). Por tanto, el vector es el 
opuesto del gradiente de V(x, >>). 

Una superficie sobre la que V(x, y) es constante se llama una superficie 
equipotencial. La componente tangencial del vector intensidad del campo en un 
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punto de una superficie conductora es cero en el caso estatico, pues las cargas son 
libres de desplazarse sobre ella. Por tanto, V(x, y) es constante sobre la superficie 
de un conductor, y esa superficie es equipotencial. 

Si U es una armonica conjugada de V, las curvas U(x, y) = c 2 en el piano xy 
se Hainan tineas de flujo. Cuando una de estas curvas intersecta a una curva 
equipotencial V(x, y) = c x en un punto en que la derivada de la funcion analitica 
V(x, y) + iU(x, y) es no nula, las dos curvas son ortogonales en ese punto y la 
intensidad del campo es tangente a la linea de flujo alii. 

Los problemas de contorno para el potencial V son los mismos que para las 
temperaturas estacionarias T y, como en este caso, los metodos de variable 
compleja se limitan a situaciones bidimensionales. El problema planteado en la 
Seccion 80 (Fig. 89), por ejemplo, puede ser interpretado como el de hallar el 
potencial electrostatico bidimensional en el espacio vacio — n/2 < x < n/2, y > 0 
limitado por los pianos conductores x = ± jr/2 e y = 0, aislado en sus intersec¬ 
tions, cuando las primeras dos superficies se mantienen a potencial cero y la 
tercera a potencial unidad. En Electronica aparecen situaciones de este tipo. Si 
la carga espacial interior a un tubo de vacio es pequena, se considera a veces el 
espacio como fibre de cargas y se supone que alii el potencial satisface la ecuacion 
de Laplace. 

El potencial en el flujo estacionario de electricidad en una lamina conductora 
plana es tambien una funcion armonica en zonas fibres de fuentes o sumideros. El 
potencial gravitatorio es otro ejemplo de funcion armonica en Fisica. 


83. POTENCIAL EN UN ESPACIO CILINDRICO 

Un largo cilindro circular hueco, formado por una fina capa de material conduc¬ 
tor, esta cortado longitudinalmente en dos partes iguales. Estas dos partes estan 
separadas por cintas muy finas de material aislante y se usan como electrodos, 
uno de ellos conectado a tierra a potencial cero y el otro mantenido a potencial 
fijo no nulo. Tomamos los ejes de coordenadas y las unidades de longitud y de 
diferencia de potencial como se indica a la izquierda en la Figura 98. Inter- 
pretamos entonces el potencial electrostatico V(x, y) sobre cualquier seccion 
transversal del espacio encerrado distante de los extremos del cilindro como una 
funcion armonica dentro del circulo x 2 + y 2 = 1 en el piano xy. Notese que 
V = 0 en la mitad superior del circulo y V = 1 en la inferior. 

Una transformation racional lineal que aplica el semipiano superior sobre el 
interior del circulo unidad centrado en el origen, el eje real positivo sobre la 
mitad superior del circulo y el eje real negativo sobre la mitad inferior del circulo, 
fue presentada en el Ejercicio 11 de la Seccion 67. El resultado se recoge en la 
Figura 13 del Apendice 2; intercambiando z y w alii, hallamos que la inversa de la 
transformation 


[ 1 ] 
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nos da un nuevo problema para V en un semipiano, indicado a la derecha en la 
Figura 98. 



[a' £'\ 

V =1 1 F=0 u 


Figura 98 


Ahora bien, la parte imaginaria de la funcion 
1 1 

— Log w = — In p H— <j> {p > 0, 0 ;S <j) ^ n) [2] 

71 71 71 

es una funcion acotada de u y de v que toma los requeridos valores constantes en 
las dos partes <p = 0 y <j> = n del eje u. Por tanto, la deseada funcion armonica 
para el semipiano es 

v=i n arctg (;) [3] 

donde los valores de la funcion arcotangente van de 0 a it. 

La inversa de la transformation [1] es 

1 — z 

w = i [4] 

1 + z 

de donde uy v pueden ser expresadas en terminos de x e y. La Ecuacion [3] pasa 
a ser entonces 


1 /I — x 2 — y 2 

V = — arctg ---- 

n \ 2y 


(0 i£ arctg t iS 7i). 


La funcion [5] es la funcion potencial para el espacio encerrado por los electro¬ 
dos cilindricos, pues es armonica dentro del circulo y toma los valores adecuados 
sobre los semicirculos. Si deseamos comprobar que es solution, debemos notar 
que 


lim arctg i = 0 y lim arctg t = n. 
<-o !-*0 

<>o ,<o 
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Las curvas equipotenciales V(x, y) = c, (0 < Cl < 1) en la region circular son 
arcos de los drculos 

x 2 + (y + tg nc^ 2 = sec 2 nc u 

con cada circulo pasando por los puntos (+1, 0). Ademas, el segmento del eje v 
entre esos puntos es la equipotencial V(x, y) = 1/2. Una armonica conjugada U 
de V es -(1 /n) In p, o sea, la parte imaginaria de la funcion ~(i/n) Log w. En 
vista de la Ecuacion [4], U se puede escribir 


n 11 + z I' 

De esta ecuacion podemos ver que las lineas de flujo U(x, y) = c 2 son arcos de 
drculos centrados en el eje x. El segmento del eje y entre los electrodos es 
tambien una linea de flujo. 


EJERCICIOS 

1. La funcion armonica [3] de la Section 83 es acotada en el semipiano t S 0 y 
satisface las condiciones de contorno indicadas a la derecha en la Figura 98. Probar 
que si se anade a esa funcion la parte imaginaria de Ae w , donde A es una constante 
real arbitraria, la funcion resultante satisface todos los requisitos, excepto la condi¬ 
tion de acotacion. 

2. Probar que la transformation [4] de la Section 83 aplica la mitad superior de la 
region circular que se ve a la izquierda en la Figura 98 sobre el primer cuadrante del 
piano w y el diametro CE sobre el eje v positivo. Hallar a continuation el potencial 
electrostatico V en el espatio encerrado por el semicilindro x 2 + y 2 = 1, y ^ 0 y el 
piano y = 0 cuando V = 0 sobre la superficie cilindrica y V = 1 sobre la superficie 
plana (Fig. 99). 



-1 V~ 1 1 x 

Figura 99 


3. Hallar el potential electrostatico V(r, 9) en el espacio 0<r<l,0<0< 7i/4, 
limitado por los semipianos 9 = 0 y 9 = tt/ 4 y la portion 0 | 0 ^ ti/4 de la 
superficie cilindrica r = 1, cuando V = 1 sobre las superficies planas y V = 0 sobre 
la cilindrica. (Vease el Ejerc. 2). Comprobar que la funcion obtenida cumple las 
condiciones de contorno. 
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Notese que todas las ramas de log z tienen la misma parte real, que es armonica en 
todo el piano, salvo en el origen. Escribir una expresion para el potencial electros¬ 
tatico V(x, y) en el espacio entre dos superficies cilindricas coaxiales conductoras 
x 2 + y 2 = 1 y x 2 + y 2 = r% (r 0 =£ 1) si V = 0 sobre la primera superficie y V = 1 
sobre la segunda. 


Sol. V = 


In (x 2 + y 2 ) 


5. Hallar el potencial electrostatico acotado V(x, y) en el espacio y > 0 limitado por un 
piano onductor infinito y = 0, una franja del cual ( — a < x < a, y = 0) esta aislada 
del resto del piano y mantenida a potencial V = 1, mientras que V = 0 en el resto 
(Fig. 100). Verificar que la funcion obtenida satisface las condiciones de contorno. 


Sol. V = — arctg (-j— 2 °f- 
n \x 2 + y 2 - 


(0 g arctg t ^ n). 



V = 0 V = 1 


Figura 100 

6 . Deducir una expresion para el potencial electrostatico en el espacio semiinfinito 
indicado en la Figura 101, limitado por dos semipianos y un semicilindro, cuando 
V = 1 sobre la superficie cilindrica y V = 0 sobre las superficies planas. Dibujar 
algunas curvas equipotenciales en el piano xy. 


2(2 y 

Sol. V = - arctg 7 -- 

n \x 2 + y — 1 



Figura 101 

7. Hallar el potencial V en el espacio entre los pianos y = 0 e y = n, cuando V = 0 
sobre la parte de cada uno de esos pianos en que x > 0, y V = 1 sobre las partes en 
que x < 0 (Fig. 102). Comprobar que el resultado cumple las condiciones de 
contorno. 


1 / sen v 

Sol. V = - arctg — 

n \senh x 


(0 g arctg t £( 7t). 


rio.net 







306 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES 



V =I K=0 

Figura 102 


8 . Deducir una expresion para el potencial electrostatico V en el espacio interior a un 
largo cilindro r = 1 cuando V = 0 en el primer cuadrante (r = 1,0 < 9 < n/2) de la 
superficie cilindrica y V = 1 sobre el resto (r = 1, n/2 < 9 < 2n) de esa superficie. 
(Vease Ejerc. 15. Sec. 67, y la Fig. 67 alii.) Probar que V = 3/4 sobre el eje del 
cilindro. Comprobar en el resultado las condiciones de contorno. 

9. Usando la Figura 20 del Apendice 2, hallar una funcion temperatura T(x, y) que sea 
armonica en el dominio en sombra que en ella se indica y que tome los valores T = 0 
en el arco ABC y T = 1 en el segmento recto DEF. Verificar que la funcion obtenida 
satisface las condiciones de contorno requeridas. (Vease Ejerc. 2). 

10. El problema de Dirichlet 


Kx(x, y) + V yy (x, y) = 0 (0 < x < a, 0 < y < b), 

V(x, 0) = 0, V(x, b) = 1 (0 < x < a), 

V(0, y) = V(a, y) = 0 (0 < y < b) 

para V(x, y) en un rectangulo se puede resolver por el metodo de separation de 
variables*. La solucion es 


4 ” senh ( mnyja ) mnx 

v = ~ L - XT, -rp: sen - 

n „= i m senh (mnb a) a 


- (m = 2n — 1). 


Aceptando ese resultado y adaptandolo al problema en el piano uv, hallar el poten¬ 
cial V(r, 9) en el espacio l < r < r 0 , 0 < 9 < n cuando V = 1 sobre la parte del 
contorno donde 0 = 7tyF = Oenel resto del contorno. (Vease Fig. 103.) 


Sol V = - f senh sen («, 
n n = i senh (a„7t) 2 n - 


(„ In r) f (2 n — \)n 

- 1 L In r 0 J 




V - 0 In r n u 


Figura 103. w = log z (r > 0, — U - < 9 < ^ 


* Vease el libro del autor Fourier Series and Boundary Value Problems, 4." ed. pags. 120-121 y 174- 
175, 1987. 
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11. Con ayuda de la solucion del problema de Dirichlet para el rectangulo 0 % x a, 
0 ^ y ^ b, que se ha usado en el Ejercicio 10, hallar la funcion potencial V(r, 0) 
para el espacio 1 < r < r 0 , 0 < 9 < n, cuando V = 1 en la porcion de contorno 
r = r 0 , o < 9 < n y V = 0 en el resto del contorno (Fig. 104). 

c / i, 4 » /r" 1 - r~ m \ sen m9 



Figura 104 


84. FLUJO DE UN FLUIDO BIDIMENSIONAL 

Las funciones armonicas juegan un papel importante en hidrodinamica y aerodi- 
namica. De nuevo, consideraremos solo el caso bidimensional estacionario. En 
otras palabras, el movimiento del fluido se supone identico en todos los pianos 
paralelos al piano xy, siendo su velocidad paralela a ese piano e independiente 
del tiempo. Es suficiente considerar, en tales circunstancias, el movimiento de una 
capa de fluido en el piano xy. 

El vector representante del numero complejo 

V = p + iq 

denotara la velocidad de una particula del fluido en un punto cualquiera (x, y), de 
manera que las componentes x e y de la velocidad seran p(x, y) y q(x, y), 
respectivamente. En los puntos interiores a una region del fluido en la que no 
haya fuentes ni sumideros, las funciones reales p(x, y), q(x, y) y sus primeras 
derivadas parciales se suponen continuas. 

La circulacion del fluido a lo largo de un contorno C se define como la 
integral sobre C, con respecto a la longitud de arco a, de la componente tangen¬ 
tial V T (x, y) de la velocidad: 

£ V T (x, y) da. [1] 

El cociente entre la circulacion a lo largo de C y la longitud de C es, por tanto, 
una medida de la velocidad media del fluido a lo largo de ese contorno. Se 
demuestra en calculo avanzado que una tal integral puede expresarse* 


* Las propiedades de las integrales que se van a utilizar en esta seccion y en la siguiente se pueden 
consultar, por ejemplo, en el libro de W. Kaplan, Advanced Mathematics for Engineers, Capitulo 10, 
1981. 
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I V t(x, y) da = p(x, y) dx + q( x , y) dy. [2] 

Si C es un contorno cerrado simple orientado positivamente y contenido en un 
dominio simplemente conexo de flujo sin fuentes ni sumideros, el teorema de 
Green nos permite escribir 


/• 

p(x, y) dx + q(x, y) dy = 
Jc 



[q x (x, y) - Py(x, y)] dx dy. 


donde R es la region cerrada consistente en los puntos interiores a C v los 
propios puntos de C. Asi pues, 


V T (x, y) da = [q x ( x , y) - Py ( x , y)] dx dy 


para tal contorno. 

Es facil dar una interpretation fisica del integrando de la derecha en HI para 
la circulacion sobre un contorno cerrado simple C. Sea C un circulo de radio r 
centrado en el punto (x 0 , y 0 ) y orientado positivamente. La velocidad media a lo 
argo de C se obtiene dividiendo la circulacion por la circunferencia 2 nr y la 
correspondiente velocidad angular media del fluido respecto del centre del circu¬ 
lo se obtiene dividiendo esa velocidad media por r: 


HU 


y) Py{x-> dx dy. 


Pero esto no es sino una expresion del valor medio de la funcion , 

U) ( x , y) = ^ C Vxix, y) — p y (x, >•)] [4] 

sobre la region circular R delimitada por C. Su limite cuando r tiende a cero es el 

m1' ' ! r n,< : iX ’J y P LUeg ° k funci6n “<* A "amada del 

re P resen a la velocidad angular limite de un elemento circular del fluido 
cuando el circulo colapsa hacia su centre (x, y), el punto en el que se evaliia ox 
Si w(x, y) - 0 en todo punto de un dominio simplemente conexo, el flujo es 

ZT l Z Cn 686 d ° n ! 11 !! 0 ' Aqui consider amos solo flujos irrotacionales, y supo- 
ademas que el fluido es incompresible y sin viscosidad. Bajo nuestra 
hipotesis de flujo estacionario irrotacional de fluidos con densidad uniforme p 
puede demostrarse que la presion del fluido P(x, y) satisface el siguiente caso 
especial de la ecuacion de Bernoulli: 

P 1 

— + 2 l^r = constante. 
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Observese que la presion es maxima donde el valor absoluto de la velocidad | V\ 
es minimo. 

Sea D un dominio simplemente conexo en el que el flujo es irrotacional. 
Segun la Ecuacion [4], p y = q x en D. Esta relacion entre derivadas parciales 
implica que la integral 

p(s, t)ds + q(s, t)dt 

Jc 

sobre un contorno C contenido completamente en D, que una dos puntos (x 0 , y 0 ), 
(x, y) en D, es de hecho independiente del camino. Luego si (x 0 , y 0 ) se mantiene 
fijo, la funcion 

'(X, y ) 

<f>{x, >j = p(s, t) ds + q{s, t) dt [5] 

J (*o, yo) 

esta bien definida sobre D, y tomando derivadas parciales en cada miembro de 
esta ecuacion, encontramos que 

(f) x (x, y) = p(x, y), <t> y (x, y) = q{x, y). [6] 

De [6] vemos que el vector velocidad V = p + iq es el gradiente de </>; y la 
derivada direccional de <j) en cualquier direccion representa la componente de la 
velocidad del flujo en esa direccion. 

La funcion <f>(x, y) se llama potencial de velocidad. De [5] resulta evidente que 
4>{x, y) cambia en una constante aditiva cuando se cambia el punto de referencia 
(x 0 , }’())■ Las curvas de nivel <p(x, y) = se Hainan equipotenciales. Por ser 
gradiente de <f>, el vector velocidad V es normal a una equipotencial en cada 
punto en que V no sea cero. 

Igual que en el caso del flujo de calor, la condicion de que el fluido incompre¬ 
sible entre o saiga de un elemento de volumen unicamente fluyendo a traves de su 
frontera exige que <j){x, y) satisfaga la ecuacion de Laplace 

y) + 4> y y{x, >j = 0 

en un dominio donde no haya fuentes ni sumideros. A la vista de [6] y de la 
continuidad de las funciones p y q, asi como de sus primeras derivadas parciales, 
se sigue que las derivadas parciales de primer y segundo orden de <j> son conti- 
nuas en ese dominio. Por consiguiente, el potencial de velocidad </> es una funcion 
armonica en ese dominio. 
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para un dominio simplemente conexo en el 
escribirse 


que el flujo es irrotacional puede 


v — <Px(x, y) + i<t> y (x, y) = grad <j>(x, y), [ 2 ] 

siendo 0 el potencial de velocidades. Cuando el vector velocidad no es cero es 
normal a una equipotencial que pasa por el punto (x, y). Ademas, si d/(x v) 
denota una armonica conjugada de </>(*, y) (vease Sec. 75), el vector velocidad es 

tangente a una curva \p(x, y) = c 2 . Las curvas <p(x, y) = c 2 se llaman tineas de 

corriente del fluido, y ^ se llama la funcion de corriente. En particular un 

contorno a traves del cual el fluido no puede fluir es una linea de corriente’ 

La funcion analitica 


F (z) = 4>(x, y) + iip(x, y) 
se llama el potencial complejo del flujo. Notese que 

F '(z) = 4>x(x, y) + iil/ x (x, y), 
o sea, a la vista de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 

F '(z) = <t>x(x, y) - i<f> y (x, y). 

La expresion [2] para la velocidad se convierte, pues, en 

V = F(z). [ 3 ] 

El modulo de la velocidad se obtiene escribiendo 

\V\ = \F'{z)\. 

De acuerdo con la Ecuacion [5], Seccion 75, si 0 es armonica en un dominio 
simplemente conexo D, una armonica conjugada de 0 se puede expresar como 

f*(*. y) 

Hx, y) = I - (j) t (s, t) ds + 4> s (s, t ) dt, 

J(xo, yo) 

donde la integration es independiente del camino. Con ayuda de las ecuaciones 
[6], Seccion 84, podemos, por tanto, escribir 


^(x, y) = J -q(s, t)ds + p(s, t)dt, [4] 

donde C es cualquier camino en D que va desde (x 0 , y 0 ) hasta (x, y). 

Ahora bien, se demuestra en calculo avanzado que el lado derecho de [4] 
representa la integral sobre C, respecto de la longitud de arco a, de la componen- 
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te normal V N (x, y) del vector cuyas componentes x e y son p(x, y) y q(x, y), 
respectivamente. De modo que [4] admite la escritura 

Mx, y) = £ V N (s, t ) da. [5] 

Fisicamente, por tanto, ipix, y) representa el ritmo al que el flujo atraviesa C. Con 
mas precision, ip(x, y) denota el ritmo de flujo, por volumen, a traves de una 
superficie de altura unidad colocada perpendicular al piano xy sobre la curva C. 

Ejemplo. Si el potencial complejo es la funcion 

F(z) = Az, [6] 

donde A es una constante real positiva, 

<t>(x, y) = Ax y iA(x, y) = Ay. [7] 

Las lineas de corriente \j/(x, y) = c 2 son las rectas horizontales y = c 2 /A, y la 
velocidad en cualquier punto es 


if 

•1 


V = F'(z) = A. 


Aqui en cualquier punto (x 0 , y 0 ) del eje x ocurre \p = 0. Si se toma el punto 
(x 0 , y 0 ) como origen, entonces i//(x, y) es el ritmo de flujo a traves de cualquier 
contorno trazado desde el origen hasta el punto (x, y) (vease Fig. 105). El flujo es 
uniforme y hacia la derecha. Cabe interpretarlo como el flujo uniforme en el 
semipiano superior limitado por el eje x , que es una linea de corriente, o como 
flujo uniforme entre dos rectas paralelas y = y x e y — y 2 . 



Figura 105 

La funcion de corriente tp caracteriza un flujo definido en una region. La 
cuestion de la unicidad de tal funcion, modulo una constante aditiva o un factor 
constante, no sera tratada aqui. En algunos de los ejemplos que seguiran, donde 
la velocidad es uniforme lejos del obstaculo, o en el Capitulo 10, donde se 
consideran fuentes y sumideros, la situation fisica indica que el flujo queda 
univocamente determinado por las condiciones dadas en el problema. 

Una funcion armonica no siempre queda univocamente determinada, ni si- 
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quiera modulo una constante aditiva o un factor constante, prefijando tan solo 
sus valores sobre el contorno de una region. En el ejemplo precedente, la funcion 
1 y) = Ay es armonica en el semipiano y > 0 y tiene valor nulo sobre el 
contorno. La funcion i fti(x, y) = Be x sen y satisface tambien esas condiciones. No 
obstante, la linea de corriente i ft^x, y) = 0 consta no solo de la recta y = 0, sino 
tambien de las rectas y = nn (n = 1, 2, ...). Aqui F x (z) = Be z es el potencial 
complejo para el flujo en una banda comprendida entre las rectas y = 0 e y = % 
constituyendo ambas la linea de corriente \ft x (x, y) = 0; si B > 0, el fluido fluye 
hacia la derecha a lo largo del contorno inferior y hacia la izquierda a lo largo del 
superior. 


86. FLUJO EN TORNO A UNA ESQUINA 
Y A UN CILINDRO 

A1 analizar un flujo en el piano xy, o piano z, suele ser mas sencillo considerar un 
flujo correspondiente en el piano uv, o piano w. Entonces, si (ft es un potencial de 
velocidades y \ft una funcion de corriente para el flujo en el piano uv, los 
resultados de las Secciones 76 y 77 pueden ser aplicados a estas funciones 
armonicas. Es decir, cuando el dominio D w del flujo en el piano uv es la imagen 
de un dominio D z bajo la transformacion 

w = f(z) = u{x, y) + iv(x, y), 

donde / es analitica, las funciones 

<ftlu{x, y), v(x, >■)], i ft[u(x, y), v(x, >>)] 

son armonicas en D z . Estas nuevas funciones pueden interpretarse como poten¬ 
cial de velocidades y funcion de corriente en el piano xy. Una linea de corriente o 
frontera natural ift(u, v) = c 2 en el piano uv corresponde a una linea de corriente 
o frontera natural i ft[u(x, y), v(x, y)] = c 2 en el piano xy. 

A1 usar esta tecnica, resulta con frecuencia mas eficiente escribir primero la 
funcion potencial complejo para la region en el piano w, y obtener entonces de 
ella el potencial de velocidades y la funcion de corriente para la correspondiente 
region en el piano xy. Mas precisamente, si la funcion potencial en el piano uv es 

F(w) = (ft(u, v) + iift(u, v), 

entonces la funcion compuesta 

F[f(z)] = (ft[u(x, y), v(x, >’)] + iift[u(x, y), v(x, yj] 

es el deseado potencial complejo en el piano xy. 

Con el fin de evitar exceso de notaciones, usaremos los mismos simbolos F, (ft 
y ift para el potencial complejo, etc., tanto en el piano xy como en el uv. 
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Ejemplo 1. Consideremos un flujo en el primer cuadrante a > 0, y > 0, que 
desciende paralelo al eje y pero se ve forzado a girar en una esquina situada en el 
origen, como muestra la Figura 106. Para determinar el flujo, recordemos (Sec. 
70) que la transformacion 


w = z 2 = X 2 - y 2 + i2xy 

aplica el primer cuadrante sobre la mitad superior del piano uv, y su contorno 
sobre todo el eje u. 



o 

Figura 106 


Del ejemplo de la Seccion 85 sabemos que el potencial complejo para un flujo 
uniforme hacia la derecha en la mitad superior del piano w es F = Aw, donde A 
es una constante real positiva. Por tanto, el potencial en el cuadrante es 

F = Az 2 = A(x 2 - y 2 ) + i2Axy; [1] 

y se sigue que la funcion de corriente para el flujo es 


ift = 2Axy. [2] 

Esta funcion es, claro esta, armonica en el primer cuadrante, y se anula sobre el 
borde. 

Las lineas de corriente son ramas de las hiperbolas rectangulares 

2 Axy — c 2 . 

Segun la Ecuacion [3], Seccion 85, la velocidad del fluido es 

V = 2 Az = 2 A(x — iy). 

Notese que el modulo de la velocidad 


\V\ = 2 Ajx 2 + / 

de una particula es directamente proporcional a su distancia al origen. El valor 
de la funcion de corriente [2] en un punto (x, y) puede interpretarse como el 
ritmo de flujo a traves de un segmento recto que une el origen con ese punto. 
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Ejemplo 2. Sea un cilindro circular muy largo de radio unidad, colocado en el 
interior de una gran masa de fluido que se desplaza con velocidad uniforme 
siendo el eje del cilindro perpendicular a la direction del flujo. Para hallar el 
flujo estacionario en torno al cilindro, representamos el cilindro por el circulo 
x 2 + y 2 = 1 y tomamos el flujo distante de el como paralelo al eje x y hacia 
la derecha (Fig. 107). Por simetria, la parte del eje x exterior al circulo puede 
tratarse como borde, de modo que solo es necesario considerar la parte superior 
de la figura como region del fluido. 


y\ 



Figura 107 


El borde de esa region, que consta del semicirculo superior y de las partes del 
eje x exteriores al circulo, se aplica sobre todo el eje u mediante la transformation 

1 

w = z H- 

z 

La propia region se aplica sobre el semipiano superior v ^ 0, como indica la 
Figura 17 del Apendice 2. El potencial complejo para el correspondiente flujo 
uniforme en ese semipiano es F = Aw, donde A es una constante real positiva. 
Luego el potencial complejo para la region exterior al circulo y por encima del eje 

F=A (‘ + j) [31 

La velocidad 

v ~ A {' ~ ?) M 

tiende hacia A al crecer |z|. Asi que el flujo es aproximadamente uniforme y 
paralelo al eje x en pu ntos distantes del circulo, como cabia esperar. De [4] 
vemos que V(z) = V(z); por tanto, esa expresion representa tambien las velocida- 
des del fluido en la region inferior, siendo el semicirculo inferior una linea de 
corriente. 


www.elsoluc 


APLICACIONES DE LAS TRANSFORMACIONES CONFORMES 315 


De acuerdo con la Ecuacion [3], la funcion de corriente para el problema 
dado es, en coordenadas polares, 

'I' = A (r - sen 0. [ 5 ] 

Las lineas de corriente 



sen d = c 2 


son simetricas respecto del eje y, y tiene asintotas paralelas al eje x. Tengase en 
cuenta que cuando c 2 = 0, la linea de corriente consiste en el circulo r = 1 y las 
partes del eje x exteriores al circulo. 


EJERCICIOS 

1. Argumentar por que las componentes de la velocidad se pueden obtener de la 
funcion de corriente por medio de las ecuaciones 

P(x,y) = 4> y (x, y), q(x,y) = ~i// x (x, y). 

2. En un punto interior de una region de fluido y bajo las condiciones que hemos 
supuesto, la presion del fluido no puede ser menor que la presion en todos los demas 
puntos de un entorno de dicho punto. Justificar esta firmacion con ayuda de las 
Secciones 84, 85 y 42. 

3. Para el flujo en torno a una esquina descrito en el Ejemplo 1, Section 86, ^en que 
punto de la region x ^ 0, y ^ 0, es maxima la presion del fluido? 

4. Probar que la velocidad del fluido en los puntos de la superficie cilindrica del 
Ejemplo 2, Section 86, es 2^|sen 0\ y que la presion del fluido sobre el cilindro es 
maxima en los puntos z = +1 y minima enz = + i. 

5. Hallar el potencial complejo para el flujo en torno a un cilindro r = r 0 , si la 

velocidad V en un punto z tiende a la constante real A cuando el punto se aleia del 
cilindro. 

6. Hallar la funcion de corriente iA = Ar 4 sen 49 para el flujo en la region angular 

r ^ 0, 0 ^ 9 g n/4 (Fig. 108), y esbozar algunas lineas de corriente en el interior 
de la citada region. 



X 
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7. Obtener el potential complejo F = A sen z para un flujo dentro de la region 

semiinfinita n/2 ^ x g n/2, y ^ 0 (Fig. 109). Escribir las ecuaciones de las lineas 
tic corncnic. 



Figura 109 

8. Demostrar que si el potencial de velocidades es tp = A In r (A > 0) para un flujo en 
a region r ^ r 0 , las lineas de corriente son las semirrectas r ;> r 0 , 0 = c, y el ritmo de 
flujo hacia el extenor a traves de cualquier circulo completo en torno al origen es 
27 m, correspondiente a una fuente de esa intensidad en el origen. 

9. Hallar el potencial complejo F = A(z 2 + z“ 2 ) para un flujo en la region r ^ 1 
0 = " = n l 2 ' Escribir las expresiones de F y if. Notese como varia la rapidez \ V\ 
a lo largo del borde de la region, y comprobar que i Kx, y) = 0 sobre el borde. 

10 . Supongamos que el flujo a distancia infmita del cilindro de radio unidad en el 

Ejemplo 2, Seccion 86, es uniforme en una direction que forma un angulo a con el eie 
x; esto es, J 

lim V = A exp (fa) (A > 0). 

|z| —. CO 

Hallar el potencial complejo. 

Sol. F = A[z exp (-fa) + z _1 exp (fa)]. 

11. La transformacion z = w + (1 jw) aplica el circulo \w\ = 1 sobre el segmento recto 
que une los puntos z = -2yz = 2,yel dominio exterior a ese circulo sobre el resto 
del piano z. [Vease Ejerc. 7, Sec. 10.] Escribamos 


2 - 2 = r, exp (10,), z + 2 = r 2 exp (i0 2 ), 


(z 2 - 4) 1/2 = JVy 2 exp 


i(6i + 0 2 ) 


(0 g 0! < 2 tt, 0 ^ 0 2 < 2 n); 


la funcion (z - 4) es entonces univaluada y analitica en todas partes excepto en el 
corte de ramificacion consistente en el segmento del eje x que une los puntos z = +2. 
Probar que la mversa de la transformacion z = w + (1 / w ) tal que \w\ > 1 para todo 
z que no este en el corte, se puede expresar 


w = z [2 + (z 2 — 4) l/2 ] = - 
2 4 


10 , 

r i exp — + 
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La transformacion y su inversa establecen, por tanto, una correspondencia uno a uno 
entre los puntos de ambos dominios. 

Con ayuda de los resultados de los Ejercicios 10 y 11, deducir la expresion 
F = A[z cos a — f(z 2 — 4) 1/2 sen a] 

para el potencial complejo del flujo estacionario en torno a una larga placa de 
anchura 4 y cuya seccion transversal es el segmento que une los puntos z = + 2 en la 
Figura 110, en el supuesto de que la velocidad del fluido a distancia infmita de la 
placa es A exp (fa). La rama de (z 2 — 4) 1/2 que se usa es la descrita en el Ejercicio 11, 
y A > 0. 



Figura 110 


Probar que si sen a # 0 en el Ejercicio 12, entonces la velocidad del fluido en el 
segmento recto que une los puntos z = +2 es infinita en los extremos e igual a 
y4|cos a| en su punto medio. 

Por sencillez, supongamos que 0 < a ^ 7t/2 en el Ejercicio 12. Probar entonces que 
la velocidad del fluido a lo largo del borde superior del segmento que representa a la 
placa en la Figura 110 es cero en el punto x = 2 cos a, y que la velocidad en el borde 
inferior es cero en el punto x = — 2 cos a. 

Un circulo centrado en un punto x 0 (0 < x 0 < 1) del eje x, y que pasa por el punto 
z = — 1, se transforma bajo w = z + (1/z). Puntos individuales no nulos z = exp (iff) 
pueden aplicarse anadiendo el vector 1/z = (1/r) exp (— f0) al vector z. Comprobar, 
estudiando varios puntos, que la imagen del circulo es un perfil del tipo que muestra 
la Figura 111, y que los puntos exteriores al circulo se aplican sobre puntos exteriores 



Figura 111 
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a ese perfil. Este es un caso especial del perfil de ala de Joukowski. (Veanse tambien 
los Ejerc. 16 y 17 aqui abajo). 

16. a) Demostrar que la aplicacion del circulo en el Ejercicio 15 es conforme salvo en 
z = — 1. 

b) Representemos por los numeros complejos 


1 = lim ITT 

Az-0 |Az| 


t = lim 


vectores tangentes a un arco suave dirigido en z = -1 y al arco imagen, 
respectivamente, bajo la transformation w = z + (1/z). Probar que t = -t 2 y 
que, en consecuentia, el perfil de Joukowski de la Figura 111 tiene una cuspide 
en el punto w = — 2, siendo cero el angulo entre las tangentes en esa cuspide. 

La inversa de la transformation w = z + (1/z) usada en el Ejercicio 15 viene dada, 
con zy w intercambiados, en el Ejercicio 11. Hallar el potencial complejo para el flujo 
en torno al ala del Ejercicio 15 cuando la velotidad V del fluido a distancia infmita 
del origen es una constante real A. 

Notese que bajo la transformation 

w = + z, 

las mitades x £ 0 y x S: 0, de la recta y = n se aplican sobre la semirrecta u <; — 1, 
v — n. Analogamente, la recta y — —it se aplica sobre la semirrecta u 5 = 1, v = —n; 
y la banda —n^y^n sobre el piano tv. Notese asimismo que el cambio de 
direcciones, arg ( dw/dz ), bajo esa transformation tiende a cero cuando x tiende a 
-oo. Demostrar que las lineas de flujo de un fluido a traves del canal abierto 
formado por las semirrectas del piano w (Fig. 112) son las imagenes de las rectas 
y = c 2 en la banda. Estas lineas de corriente representan tambien las curvas equipo- 
tenciales del campo electrostatico cerca del borde de un condensador de placas 
paralelas. 


CAPITULO 

_ DIEZ 

LA TRANSFORMACION 
DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL 


En este capitulo construimos una transformation, conocida como transformation 
de Schwarz-Christoffel, que aplica el eje x y la mitad superior del piano z sobre 
un poligono cerrado simple prefijado, y su interior sobre el piano w. Se utilizara 
para hallar la solution de ciertos problemas en teoria de fluidos y en teoria del 
potential electrostatico. 

87. APLICACION DEL EJE REAL SOBRE UN POLIGONO 

Representamos el vector unitario tangente a un arco suave C en un punto z 0 por 
el numero complejo t. Denotemos por el numero t el vector unitario tangente a la 
imagen T de C en el punto w 0 correspondiente bajo la transformation w = /(z). 
Suponemos que / es analitica en z 0 y que /'(z 0 ) ^ 0. De acuerdo con la Sec¬ 
tion 73, 




Figura 112 


arg t = arg f'(z 0 ) + arg t. [1] 

En particular, si C es un segmento del eje x con sentido positivo hacia la 
derecha, entonces t = 1 y arg t = 0 en todo punto z 0 = x sobre C. En ese caso, 
la Ecuacion [1] se convierte en 

arg t = arg /'(*)• C 2 3 

Si /'(z) tiene un argumento constante a lo largo de ese segmento, arg t es 
constante. Por tanto, la imagen T de C es tambien un segmento recto. 

Construyamos ahora una transformation w = /(z) que aplica el eje x sobre 
un poligono de n lados, donde x l5 x 2 , ..., x n _ 1; e oo son los puntos de ese eje 
cuyas imagenes van a ser los vertices del poligono, y donde 
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Los vertices son los puntos Wj = f( Xj ) <j = i, 2 , .... n - 1) y w „ = /(„) La 

funcion/ha de ser tal que arg/(z) salte de un valor constante a otro en los 
puntos z — Xj cuando el punto 2 recorre el eje x (Fig. 113). 

Si la funcion f se escoge como 

/'(z) = A(z - Xi r k ‘( z - X2 )-*2 ... ( Z _ [3] 

donde A es una constante compleja y cada kj es una constante real, el argumento 
de la derivada [3] se puede expresar 


arg f’(z) = arg A - k t arg(z - Xl ) 

- k 2 arg(z - x 2 )- k„_ t arg(z - X „_ t ). 

Si z = x y X < Xl , 


[4] 


arg (z - xj = arg (z - x 2 ) = ■■■ = arg (z - Xn _ 1 ) = 


Cuando Xl < x < x 2 , arg (z — x t ) = 0 y cada uno de los demas argumentos es 
n. Segun [4], en tal caso arg/(z) crece en un angulo k x n al moverse z hacia la 
derecha cuando pasa por el punto z = Xl . Salta de nuevo su valor en la cantidad 
k 2 % cuando z pasa por el punto x 2 , etc. 

s A la vista de [2], el vector unitario t es constante en direction mientras z va 
desde hasta x-, asi que w se mueve en esa direction fija por una recta. La 
direction de t cambia bruscamente, en un angulo k } n, en el punto imagen w de 
x p tal como muestra la Figura 113. Esos angulos k } n son los angulos exteriores 
del poligono descrito por el punto w. 



Figura 113 


Los angulos exteriores pueden mantenerse entre — n y n; es decir, — 1 < k < 1. 
Suponemos que los lados del poligono nunca se cruzan unos con otros y que se 
asigna al poligono una orientation positiva (contraria a las agujas de un reloj). 
La suma de los angulos exteriores de un poligono cerrado es, entonces, 2 n\ y el 
angulo exterior en el vertice w„, que es la imagen del punto z = oo, se puede 
escnbir K 


k n n — 2tt ( k l + k 2 + ••• + k n _ 1 ) Ti. 
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Asi que los numeros kj deben satisfacer necesariamente las condiciones 

kj + k 2 + ■■■ + + k„ = 2, -1 < kj < 1 (/ = 1, 2, .., n). [5] 

Notese que k n = 0 si 

kj + k 2 + ••• + k„_j = 2. [6] 

En ese caso, la direction de t no cambia en el punto w n . De manera que w n no es 
un vertice, y el poligono tiene n — 1 lados. 

La existencia de una funcion /cuya derivada venga dada por [3] se probara a 
continuation. 


88. LA TRANSFORMACION DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL 

En nuestra expresion (Sec. 87) 

f'(z) = A(z - Xj)~ kl {z - x 2 )~ k2 ••• (z - x„_!)“*"- 1 [1] 

para la derivada de una funcion que ha de aplicar el eje x sobre un poligono, sean 
los factores (z — Xj)~ kj ramas de las funciones potencias con cortes de ramifica¬ 
tion localizados por debajo del eje x. Mas concretamente, sean 

(z - Xj)- k * = |Z - Xf k * exp (-ikjOj) < Oj < y^, [2] 

donde dj = arg (z — Xj ) y j = 1, 2,..., n — 1. Entonces f’(z ) es analitica en todo el 
semipiano y ^ 0, excepto en los n — 1 puntos de ramification x y 

Si z 0 es un punto en esa region de analiticidad, denotada por R, entonces la 
funcion 


F(z) = I f'(s)ds [3] 

J zo 

es univaluada y analitica en esa misma region, siendo el camino de integration 
desde z 0 hasta z para cualquier contorno contenido en R. Ademas, F'(z) = f'(z ) 
(vease Sec. 34). 

Para definir la funcion F en el punto z = x x de modo que sea continua alii, 
notemos que (z — Xj)-* 1 es el unico factor en [1] que no es analitico en x,. En 
consecuencia, si <p(z) denota el producto del resto de los factores en esa expresion, 
<f>(z) es analitica en x ( y se representa en el disco abierto |z — xj < Rj por su 
serie de Taylor centrada en x t . Asi que 


f’(z) = (z - xj kl (j>{z) = 


= (z — X 


i )-* 1 <t>(Xj 
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o sea 

/'(z) = <^>(x 1 )(z - Xi y k ' + (z - [ 4 ] 

donde tjj es analitica y, por tanto, continua en todo el disco abierto. Como 
1 — k 1 > 0, el ultimo termino de la derecha en [4] representa una funcion 
continua de z en la mitad superior del disco, donde Im z ^ 0, si asignamos a ese 
termino el valor cero en z = x 2 . Deducimos que la integral 

j (5 — x i ) 1 ~ k '\//(s) ds 

JZi 

del ultimo termino a lo largo de un camino desde Z x hasta z, cuando Z v y el 
camino estan en ese semidisco, es una funcion continua de z en z = x x . La 
integral 

(s - x 2 )~ kL ds = 1 [(z - Xi) 1- * 1 - (Z x - x^ 1- * 1 ] 

JZ 1 1 — K 1 

sobre el mismo camino representa tambien una funcion continua de z en x u si 
definimos el valor de la integral alii como su limite cuando z tiende a x x por el 
semidisco. La integral de la funcion [4] a lo largo del camino citado desde Z, 
hasta z es, en consecuencia, continua en z = x x ; y lo mismo es cierto para [3], ya 
que se puede escribir como una integral sobre un camino en R desde z 0 hasta Z, 
mas la integral desde Z x hasta z. 

Los argumentos anteriores se aplican a cada uno de los n — 1 puntos Xj , de 
modo que F es continua en la region y St 0. 

De la Ecuacion [1] podemos concluir que, para un numero real R positivo 
suficientemente grande, existe una constante positiva M tal que si Imz ^ 0, 
entonces 

M 

I/'(Z)I < si |z| > R. [5] 

Como 2 — k n > 1, esta propiedad de orden del integrando en la Ecuacion [3] 
asegura la existencia del limite de la integral que figura en ella al tender z hacia 
infinito; es decir, existe un numero M„ tal que 

lim F(z) = W n (Im z ^ 0). [6] 

z~* 00 

Los detalles del argumento se relegan a los Ejercicios 10 y 11, Seccion 90. 

Nuestra funcion, cuya derivada viene dada por [1], puede escribirse 
/(z) = F(z) + B, siendo B una constante compleja. La tansformacion resultante, 

w = A f (s - x l y k '(s - x 2 )~ k > (s - x^J-b-'ds + B, [7] 
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es la transformacion de Schwarz-Christoffel, asi llamada en honor de los matema- 
ticos alemanes H. A. Schwarz (1843-1921) y E. B. Christoffel (1829-1900), quienes 
la descubrieron independientemente. 

La transformacion [7] es continua en el semipiano y ^ 0 y es conforme en el, 
salvo en los puntos Xj . Hemos supuesto que los numeros kj satisfacen las condi- 
ciones [5], Seccion 87. Asimismo, suponemos que las constantes Xj y kj son tales 
aue los lados del poligono no se cruzan, esto es, el poligono es un contorno 
cerrado simple. Entonces, de acuerdo con la Seccion 87, al recorrer z el eje x en la 
direction positiva, su imagen w describe el poligono P en sentido positivo, y 
existe una correspondencia uno a uno entre los puntos del eje y los de P. Segun 
(61, la imagen w„ del punto z = oo existe, y es w n = W n + B. 

Si z es un punto interior al semipiano superior y ^ 0 y x 0 es cualquier punto 
del eje x distinto de los Xj , el angulo que va desde el vector ten x 0 hasta el 
segmento recto que une x 0 con z, es positivo y menor que n (Fig. 113). En la 
imagen w 0 de x 0 , el angulo correspondiente desde el vector t hasta la imagen del 
segmento recto que une x 0 con z tiene el mismo valor. Luego las imagenes de 
puntos interiores del semipiano estan a la izquierda de los lados del poligono 
recorrido en sentido positivo (contrario al de las agujas de un reloj). Dejamos a 
lector la demostracion de que la transformacion establece una correspondencia 
uno a uno entre los puntos interiores del semipiano y los puntos interiores al 
poligono (Ejerc. 12, Sec. 90). 

Dado un poligono especifico P, examinemos el numero de constantes a 
determinar en la transformacion de Schwarz-Christoffel para aplicar el eje x 
sobre P. A tal fin, podemos tomar z 0 = 0, A = 1 y B = 0, y exigir simplemen e 
que el eje x se aplique sobre algun poligono P' similar a P. El tamano y 
posicion de P’ se pueden ajustar para que coincidan con los de P introduciendo 

las constantes apropiadas A y B. . 

Los numeros k, se determinan todos a partir de los angulos extenores en los 

vertices de P. Quedan por elegir las n - 1 constantes Xj. La imagen del eje x es 
algun poligono P' con los mismos angulos que P. Pero si P' ha de ser similar a P, 
entonces n - 2 lados conectados han de tener una razon comun con los lados 
correspondientes de P\ esta condition se expresa en n - 3 ecuaciones en las 
n - 1 incognitas reales x y Asi pues, dos de los numeros x p o sea, dos relacwnes 
entre ellos, pueden escogerse arbitrariamente, en el supuesto de que las n 
ecuaciones en las restantes n - 3 incognitas tengan soluciones con valores reales. 

Cuando el punto cuya imagen es el vertice no es el punto del infinito sino 
un punto finito z = x„ del eje x, se desprende de la Seccion 87 que la transforma¬ 
tion de Schwarz-Christoffel adopta la forma 

w = A r (s - Xl y k '(s - x 2 y k > - (s - x n y kn ds + b, [8] 

J 20 

donde k t + k 2 + ••• + k„ = 2. Los exponentes kj se determinan a partir de los 
angulos exteriores del poligono. Ahora bien, en este caso, hay n constantes rea es 
x. que deben cumplir las antedichas n - 3 ecuaciones. De manera que tres de los~ 
numeros Xp o sea f tres condiciones sobre esos n numeros , se pueden e egir ar 
riamente en la transformacion [8] del eje x sobre un poligono dado. 
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89. TRIANGULOS Y RECTANGULOS 

La transformation de Schwarz-Christoffel se escribe en terminos de los puntos x- 
y no en terminos de sus imagenes, los vertices del poligono. Solo tres de esos 
puntos pueden tomarse arbitrariamente, de modo que si el poligono dado tiene 
mas de tres lados, algunos de los puntos Xj han de ser calculados con el fin de 
lograr que el poligono dado, u otro similar a el, sea la imagen del eje x. La 
selection de las condiciones que permitan determinar esas constantes, las condi- 
ciones que conviene utilizar, requiere con frecuencia una cierta dosis de ingenio. 

Otra limitation en el uso de la transformacion se debe a la integration que 
conlleva. A menudo la integral no se puede evaluar en terminos de un numero 
finito de funciones, elementales. En tales circunstancias, la solution de problemas 
por medio de la transformacion puede convertirse en algo muy complicado. 

Si el poligono es un triangulo con vertices en los puntos w u w 2 y w 3 (Fig. 114), 
la transformacion puede formularse como 



Figura 114 


con k l + k 2 + k 3 = 2. En terminos de los angulos interiores 8j, 
k i = 1 - \ 8j (J = 1, 2, 3). 

Aqui hemos tornado los tres puntos Xj como puntos finitos del eje x. Cabe 
asignarles valores arbitrarios. Las constantes complejas A y B, que estan asocia- 
das al tarnano y a la position del triangulo, se pueden determinar de manera tal 
que el semipiano superior se aplique sobre la region triangular dada. 

Si tomamos el vertice w 3 como la imagen del punto del infinito, la transforma¬ 
cion se convierte en 

w =, A \ {s - x 1 )“'“(i - x 2 )~ kl ds + B, [2] 

J 2 0 

donde se pueden asignar valores cualesquiera ax,y x 2 . 

Las integrales en [1] y [2] no represen tan funciones elementales a menos que 
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el triangulo sea degenerado, con uno o dos de sus vertices en el infinito. La 
integral en [2] es una integral eliptica cuando el triangulo es equilatero o cuando 
es un triangulo rectangulo con uno de sus angulos igual a n/3 o n/A. 

Ejemplo 1. Para un triangulo equilatero, k 3 = k 2 = k 3 = 2/3. Conviene poner 
jq = — l, x 2 = 1 y x 3 = oo y usar la Ecuacion [2], con z 0 = 1, A = 1 y B = 0. 
Con ello, la transformacion queda 

w = j” (s + l)' 2/3 (i - 1) _2/3 ds. [3] 

La imagen del punto z = 1 es claramente w = 0, es decir, w 2 = 0. Cuando 
z = — 1 en la integral, podemos escribir s = x, donde — 1 < x < 1. Entonces 
x + 1 > 0 y arg(x + 1) = 0, mientras que |x - 1| = 1 — x y arg(x - 1) = n. 
Luego 


(x + 1) _2/3 (1 - x) 2/3 exp ( — y) dx = 


= exp 


ii\ r 1 2 

V Jo (1 - 


2 dx 

- x 2 ) 2 ' 3 ' 


Con la sustitucion x = ^ft, la ultima integral se reduce a un caso especial de la 
que se usa en la definition de la funcion beta (Ejerc. 18, Sec. 61). Sea b su valor, 
que es positivo: 


“ Jo (1 - *‘) m J. 

El vertice w 3 es, por tanto, el punto (Fig. 115) 


- b (H) 


0,1 

= b exp y 


El vertice w 3 esta en el eje x positivo, porque 


(x + 1) 2/3 (x - 1) 213 dx = 


‘°° dx 
! (X 2 - D 2/3 ' 


Pero el valor de w 3 viene, asimismo, representado por la integral [3] cuando z 
tiende a infinito a lo largo del eje x negativo; es decir, 


-r 


|x + 111* - 1|) ' exp —— dx + 


+ (1 x + l||x - 1|) 2/3 exp (— y) dx - 
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A la vista de la primera de las expresiones [4] para w 1 . 


w 3 = w i + exp 


= b exp — + exp 


■■'(-fir 


;|jc + i||x - i| r 2l3 dx = 


(x 2 - l) 2 ' 3 


, m l ni \ 

w 3 = b exp — + w 3 exp I J. 


Despejando w 3 , vemos que 


w-, = b. 


Hemos comprobado asi que la imagen del eje x es el triangulo equilatero de lado 
b que muestra la Figura 115. Podemos ver tambien que w = (b/2) exp (jti/3) 
cuando z = 0. 




w 2 w 3 u 


Figura 115 


Si el poligono es un rectangulo, todo kj = 1/2. Si elegimos ±1 y ±a como 
los puntos Xj cuyas imageries son los vertices, y escribimos 

g{z) = (z + a)~ 1,2 (z + l) -1/2 (z - l) _1/2 (z - ay 112 , [8] 

con 0 g arg (z — Xj) g n, la transformacion de Schwarz-Christoffel pasa a ser 


=-r 


g(i) ds. 


salvo una transformacion W = Aw + B para ajustar el tamano y la posicion al 
rectangulo. La integral [9] es una constante por la integral eliptica 


(1 — i 2 ) 1/2 (1 — k 2 s 2 ) 1/2 ds 


: 


pero la forma [8] del integrando indica mas nitidamente las ramas de las funcio- 
nes potencia implicadas. 
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Eiemolo 2 Localicemos los vertices del rectangulo cuando a > 1. Como se ve 
en la Figura 116, * = -a, * 2 = - L x 3 = 1 y = «■ Los cuatro vertaces se 
pueden describir en terminos de dos numeros positivos b y c que dependen del 
valor de a del modo siguiente: 



x, x 2 O *3 *4 x w 2 o w 3 u 

Figura 116 


Si -1 < x < 0, entonces 

arg (* + „) = arg (x + 1) = 0 y arg (x - 1) = arg (x - a) = n; 


por tanto, 


■ _ exp (“?H 


|g(x)| = -IgWI- 


Si -a <X<-1, entonces g(x) = [exp (-«i/2)] 3 |g(x)| = Asi pues, 


_ _ C~ a 

V, = - I g(x)dx = - j o g(x)dx - 

r-i f~ a , 

= |g(x)| dx - i lg(^)l dx = -b + ic. 

Jo J -1 


g(x) dx 


Se deja para los ejercicios la demostracion de que 

w 2 = —b, w 3 = b, w A = b + ic. [ 

La posicion y las dimensiones del rectangulo se muestran en la Figura 116. 


90. POLIGONOS DEGENERADOS 

Aplicaremos ahora la transformacion de Schwarz-ChristofTel a algunos poligonos 
degenerados para los cuales las integrates representan funciones elementales. 
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Para facihtar el desarrollo, los ejemplos utilizados llevan a transformaciones que 
ya han aparecido en el Capltulo 7. 4 

Ejemplo 1. Apliquemos el semipiano y ^ 0 sobre la banda semiinfinita 


n ^ n 
~2 = u ^2’ v - °- 


Consideramos la banda como la forma limite de un triangulo con vertices w , w 
y m >3 (Fig. 117) al tender a infinito la parte imaginaria de w 3 . ” 2 




Figura 117 


Los valores limite de los angulos exteriores son 

kyu = k 2 n = — y k 3 n - n. 

Escogemos los puntos x, = -1, x 2 = 1 y x 3 = oo como aquellos cuyas 
lmagenes son los vertices. Entonces la derivada de la funcion que define la 
aplicacion es 

dw 

— = A{z + 1) ^(z - l)-l/2 = A '(! _ z 2 )-l /2 

Por tanto, w = A’ sen" 1 z + B. Si escribimos A' = \/a y B = b/a, se deduce que 

z = sen (aw — b). 

Esta transformacion del piano w al piano z satisface las condiciones z = — 1 

cuando w = -n/2 y z = 1 cuando vp = n/2 si a = 1 y b = 0. La transformacion 
resultante es 

z = sen w, 

que, como vimos en la Seccion 69, aplica la banda sobre el semipiano. 
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Ejemplo 2. Consideremos la franja 0 < v < n como la forma limite de un 
rombo con vertices en los puntos wq = ni, w 2 , w 3 = 0 y w 4 cuando w 2 y w 4 se 
alejan hacia el infinito por la izquierda y por la derecha, respectivamente (Fig. 
118). En el limite, los angulos exteriores se convierten en 

kin = 0, k 2 n = n, k 3 n = 0, k A n = n. 

Dejamos sin determinar y elegimos los valores x 2 = 0, x 3 = 1 y x 4 = oo. La 
derivada de la funcion que da la transformacion de Schwarz-Christoffel es en¬ 
tonces 


= A(z — Xi)°z 1 (z — 1)° = 


A 

9 

z 



Ahora B = 0 porque w — 0 cuando z = 1. La constante A ha de ser real, ya 
que el punto w esta en el eje real cuando z = x y x > 0. El punto w = ni es la 
imagen del punto z = x u donde x 3 es un numero negativo; por tanto, 

ni = A Log Xj = A In |x 3 | + Ani. 

Identificando partes real e imaginaria aqui vemos que |x 3 1 = 1 y A = 1. Asi que 
la transformacion pasa a ser 

w = Log z; 

ademas x 3 = — 1. Ya sabemos, por la discusion que siguio al Ejemplo 2 en la 
Seccion 68, que esta transformacion aplica el semipiano sobre la franja. 

El procedimiento empleado en estos dos ejemplos no es riguroso, ya que los 
valores limites de angulos y coordenadas no se han tratado de forma ortodoxa. 
Los valores limites se han utilizado siempre que ha parecido oportuno hacerlo. 
Ahora bien, si al final verificamos la aplicacion obtenida, no es esencial que 
justifiquemos los pasos en su deduccion. El metodo formal usado aqui es mas 
breve y menos tedioso que el estrictamente riguroso. 
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EJERCICIOS 


1. En la transformacion [1], Section 89, hagamos B = z 0 = o y 


A - exp 


= -1. x 2 = 0, x 3 = l, 


k x = k, =-, k - - 
4 2 2 3 4 

para aplicar el eje x sobre un tridngulo rectangulo isosceles. Probar que los vertices de 
ese tnangulo son los puntos 4 unices de 

w i = bi, w 2 = 0 y w 3 = b. 


siendo b la constante positiva 


b= dx 


Probar, asimismo, que 2b = B(\, |), donde B es la funcion beta. 

2. Obtener las expresiones [12] de la Section 89 para el resto de los vertices del 

rectangulo que muestra la Figura 116. vertices del 

3. Demostrar que si 0 < a < 1 en las ecuaciones [8] y [9] de la Section 89, los vertices 
del rectangulo son los que mdica la Figura 116, donde b y c toman ahora los valores 


IsMI dx, c = lg( x )l dx. 


4. Probar que el caso especial 


w = i (J + l)' 1/2 (i - ir 1/2 s~ ll2 ds 


»ir“tt“" ,ar2 ' ch “ ,o,rd secci6n ® 8 ' »■>'“ d " 

w x = bi, w 2 = 0, w 3 = b, 1 Vi = b + ib, 
donde el numero positivo b viene dado en terminos de la funcion beta: 


, 1 /1 1 
b = - B - 
2 4 2 


5 - ^= r 2 i a ro t < n mTn d6n de , Sch 7 rz - C hri S toffel para llegar a la transformation 
0 < L w < e semipiano y ^ 0 sobre la region angular M > 0, 

0 = arg w ^ mn y transforma el punto z = 1 en el punto w = 1 Considerese la 

SuloThatia a" 0 Hmite dC ^ tfiangular qU£ muestra la Fi 8 ura 119 *1 tender el 


WWW. 


LA TRANSFORMACION DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL 331 



Figura 119 

Refiriendonos a la Figura 26, Apendice 2, cuando el punto z se mueve hacia la 
derecha por el eje real negativo, w se mueve hacia la derecha por todo el eje u. Si z 
describe el segmento 0 g x | 1 del eje real, su imagen w se desplaza hacia la 
izquierda por la semirrecta u ^ 1, v = ni; y al moverse z hacia la derecha por la 
parte del eje x en que x S: 1, su imagen w va hacia la derecha a lo largo de la misma 
semirrecta u ^ 1, v = ni. Notense los cambios de direction en el movimiento de w en 
las imagenes de los puntos z = 0 y z = 1. Estos cambios sugieren que la derivada de 
una funcion que defina la aplicacion deseada habria de ser 

f'(z) = A(z - 0)-‘(z - 1), 

donde A es alguna constante. Obtenemos asi formalmente la funcion 

w = ni + z — Log z, 

que, como se puede comprobar, aplica el semipiano Rez > 0 tal como indica la 
figura. 

Si z se mueve hacia la derecha por la parte del eje real negativo en la que x ^ -1, su 
imagen ha de moverse hacia la derecha por el eje real negativo del piano vv. Si z se 
mueve hacia la derecha a lo largo del segmento real -1 SxSOy despues por el 
segmento 0 ^ x ^ 1, su punto imagen w ha de moverse en la direction de v creciente 
por el segmento 0 ^ v ^ 1 del eje r y despues en la direction de v decreciente por ese 
mismo segmento. Finalmente, al desplazarse z hacia la derecha por la parte x ^ 1 del 
eje real, su imagen ha de moverse hacia la derecha a lo largo del eje real positivo en e 
piano w. Notense los cambios de direction del movimiento de w en las imagenes de 
los puntos z = — 1, z = 0yz = 1. Resulta apropiada, en consecuencia, una funcion 
cuya derivada sea 

f\z) = a(z + ir i/2 (z - o)*(z - ir l/2 , 
donde A es una constante. Obtenemos formalmente la funcion 


con 0 < arg^/z 2 - 1 < n. Considerando las aplicaciones sucesivas Z = z 2 , W=Z-\ 

y w = Jw, verificar que la transformacion resultante aplica el semipiano Re z > 0 
sobre el semipiano Im w > 0, con un corte a lo largo del segmento 0 5= c = 1 
del eje v. 

8. La inversa de la transformacion racional lineal 
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aplica el disco unidad |Z| g 1 de manera conforme, excepto en el punto Z = -1 
sobre el semipiano Imz ^ 0 (vease Fig. 13 en el Apendice 2). Sean Z. los puntos del’ 
circulo \Z\ - 1 cuyas imagenes son los puntos z = Xj (j = l, 2 , n) usados en la 
transformacion de Schwarz-Christoffel [8] de la Seccion 88. Demostrar formalmente 
sin determinar las ramas de las funciones potencia, que 

dw 

— = A \z - zj-^z - z 2 y ki ... (z - z n y\ 

donde A' es una constante. Probar asi que la transformacion 

W = A ' jo iS ~ Zl) kl(S ~ Zj) ~* 2 {S ~ Z ^ kndS + B 

aplica el interior del circulo \Z\ = 1 sobre el interior de un poligono cuyos vertices son 
las imagenes de los puntos Zj del circulo. 

9. En la integral del Ejercicio 8, sean Z, (/ = 1, 2,.... n) las raices n-esimas de la unidad 
Escnbamos a, = exp (2 ni/n) y Z, = 1, Z 2 = «,, ..., Z„ = m"-. Hagamos todos los 

entonces J = 1 2 ’ n) lguales a 2 /"- La integral del Ejercicio 8 pasa a ser 


w = A' 


f z dS 
. o (S" - 1) 2/ " 


+ B. 


Pr °, bar , qae para A ' ~ }. y B = °> esta transformation aplica el interior del circulo 
unidad |Z| - 1 sobre el interior de un poligono regular de n lados cuyo centro es el 
punto w = 0. 

n J“ gerenCla - L f imagen de cada (/ = 1, 2, .... n) es un vertice de cierto 
poligono con angulo exterior 2n/n en el. Escribamos 


'1 

■'l = 

Jo 


(sr - i) 2 


siendo el camino de integracion el eje real positivo desde Z = 0 hasta Z = 1 v 
tomandoel valor positivo de la raiz n-esima de (ST - l) 2 . Demostrar entonces que las 
imagenes de los puntos Z 2 = m, .... z„ = oi"" 1 son los puntos on^, .... co"-' Wl 

respectivamente. Verificar de ese modo que el poligono es regular y con centro en 
w — U. 


10. Obtener la desigualdad [5] de la Seccion 88. 

Sugerencia: Sea R mayor que los numeros \ Xj \ (j = 1,2,..., n- 1). Notese que si 
R es suficientemente grande, las desigualdades |z|/2 < |z - x \ < 21-1 son validas 
para todo x cuando |z| > «. Usar ahora la EciJcion [!], SecJon 8 junto colt 
condiciones [5] de la Seccion 87. J 

11. Usar la condition [5] de la Seccion 88, y condiciones suficientes para la existencia de 
l n tegra les i m pro pi as de funciones reales, con el proposito de demostrar que Fix) tiene 
a gun l„n,te W„ cuando x t.ende a mfinito, donde F viene definida por la Ecuacion 
[3] de esta seccon. As.m.smo, probar que la integral de /'(z) sobre todo arco de un 
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semicirculo |z| = R, Im z ^ 0, tiende a 0 al tender R hacia infinito. Deducir entonces 
que 

lim F(z) = IV„ (Im z ^ 0), 

z-*-oo 

tal como se afirmaba en [6] de la Seccion 88. 

12. De acuerdo con la Seccion 63, la expresion 


1 f 

2m J c giz) 


dz 


se puede utilizar para determinar el numero de ceros de una funcion g interiores a un 
contorno cerrado simple C, positivamente orientado, si g(z) + 0 sobre C y C esta en 
algun dominio D simplemente conexo en el que g es analitica y g'(z) no se anula 
nunca. Pongamos en esa expresion g(z) = f(z) — w 0 , donde/(z) es la funcion de la 
transformacion de Schwarz-Christoffel [7], Seccion 88, y el punto w 0 es interior o 
exterior al poligono P, imagen del eje x; asi que f(z) # vv 0 . Sea C el contorno 
formado por la mitad superior de un ciculo |z| = R y un segmento — R < x < R del 
eje x que contiene a los n — 1 puntos x p excepto que un pequeno segmento en torno 
a cada punto x } se sustituye por la mitad superior de un circulo |z — Xj \ = pj con ese 
segmento por diametro. Entonces, el numero de puntos z interiores a C tales que 

dz. 


1 f /'(z) 

N = _ _ J v ’ _ 

c 2m J c /(z) - Wo 


Notese que f(z) — w 0 tiende hacia el punto no nulo W„ — w 0 cuando \z\ = Ry R 
tiende a infinito, y recuerdese la propiedad [5], Seccion 88, para |/'(z)|. Hagamos 
tender pj a cero, y probemos que el numero de puntos en el semipiano superior en los 
que /(z) = w 0 es 


N 2 ni 


L , im f* 

ni r -> co J -r 


-R f(x) - W 0 


Deducir que al ser 


= lim 

R-* oo 


I — R f( X ) - W ’0 


N = 1 si w 0 es interior a P y que N = 0 si w 0 es exterior a P. Probar asi que la 
aplicacion del semipiano Im z > 0 sobre el interior de P es uno a uno. 


FLUJO DE FLUIDO EN UN CANAL 
A TRAVES DE UNA RENDIJA 


Presentaremos ahora otro ejemplo del flujo ideal estacionario tratado en el 
Capitulo 9, un ejemplo que nos ensenara como tener en cuenta fuentes y sumide- 
ros en problemas de fiuidos. En esta seccion y en las dos siguientes, planteamos 
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los problemas en el piano uv, en lugar de hacerlo en el piano xy. Elio nos permite 
refenmos directamente a resultados previos de este capltulo, sin necesidad de 
mtercambiar los pianos. 

Consideremos el flujo estacionario de fluido entre dos pianos paralelos v = 0 
y v = n cuando el fluido entra por una estrecha rendija a lo largo de la recta del 
primer piano que es perpendicular al piano uv en el origen (Fig. 120) Sea el flujo 
de fluido en el canal a traves de la rendija de Q unidades de volumen por unidad 
de tiempo por cada unidad de profundidad del canal, medida esta perpendicular- 
mente al piano uv. El ritmo de flujo en cada extremo es, por tanto, Q/2. 



0 * “i o ^j — 

Figura 120 


La transformation w = Log z, deducida en el Ejemplo 2 de la Section 90, es 
una aplicacion uno a uno del semipiano z superior sobre la franja del piano w La 
transformacion inversa 

z = e w = e u e iv p j 

aplica la franja sobre el semipiano (Ej. 2, Sec. 68). Bajo la transformacion [1] la 
imagen del eje u es la mitad positiva del eje x, y la imagen de la recta v = n es el 

semieje x negativo. Asi que la frontera de la franja se transforma en la del 
semipiano. 

La imagen del punto w 0 es el punto z = 1. La magen de un punto w = u 0 , 
con u 0 > 0, es un punto z = x 0 con x 0 > 1. El ritmo de flujo a traves de una 
curva que une el punto w = u 0 con un punto (u, t>), interior a la franja, es una 
funcion de cornente i/,(u, v) para el flujo (Sec. 85). Si u, es un numero real 
negativo, el ritmo de flujo en el canal a traves de la rendija se puede escribir 

</'(«!, 0) = Q. 

Ahora bien, bajo una transformacion conforme, la funcion \p se transforma en 
una funcion dexe y que representa la funcion de corriente para el fluido en la 
correspondiente region del piano z; es decir, el ritmo de flujo es el mismo a traves 
de curvas correspondientes en los dos pianos. Como en el Capitulo 9, usamos el 
mismo simbolo \j/ para denotar las diferentes funciones de corriente en ambos 
p anos. Ya que la imagen del punto vv = u x es un punto z = x u donde 0 < x t < 1, 
e ritmo de flujo a traves de cualquier curva que conecte los puntos z = x 0 y 
z = x t que este contenida en el semipiano z superior, es igual a Q. Por tanto 
existe una fuente en el punto z = 1 igual a la fuente en w = 0. 
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El argumento anterior se aplica en general para demostrar que bajo una 
transformacion conforme, una fuente o un sumidero en un punto dado corresponde a 
una fuente o sumidero identico en la imagen de ese punto. Al tender Re w hacia 
— oo, la imagen de w se aproxima al punto z = 0. Un sumidero de intensidad Q/2 
en este ultimo punto corresponde al sumidero infinitamente alejado a la izquierda 
de la franja. Para aplicar el anterior razonamiento a esta situation, consideremos 
el ritmo de flujo a traves de una curva que conecta las rectas frontera v = 0 y 
v = n de la parte izquierda de la franja y el ritmo de flujo a traves de la imagen 
de esa curva en el piano z. 

El sumidero del extremo derecho de la franja se transforma en un sumidero en 
el infinite del piano z. 

La funcion de corriente <p para el flujo en el semipiano z superior en este caso 
debe ser una funcion con valores constantes a lo largo de cada una de las tres 
partes del eje x. Ademas, su valor ha de incrementarse en Q al moverse el punto z 
en torno al punto z = 1 desde la position z = x 0 hasta la position z = x ly y 
debe decrecer en Q/2 al moverse z en torno al origen del modo correspondiente. 
Vemos que la funcion 


i// = — Arg (z 

71 


1) - - Arg z 


satisface todos esos requisitos. Mas aun, esa funcion es armonica en el semipiano 
Im z > 0, ya que es la componente imaginaria de la funcion 


F = — Log (z — 1) — 4 Log z = — 
n |_ 2 J 7i 


— Log (z 


1/2 _ 1/2 


La funcion Fes un potencial complejo para el flujo en el semipiano superior z. 
Como z = e w , un potential complejo F(w) para el flujo en el canal es 


F(w) = — Log (e wl2 - e~ vjl ). 
n 


Modulo una constante aditiva, podemos escribir 


Q ( w 
F(w) = — Log ( senh — 
n \ 2 


Hemos usado el mismo simbolo F para denotar tres funciones distintas, una de 
ellas en el piano z y dos en el piano vv. 

El vector velocidad F'(w) viene dado por 


Q , w 
V = cotgh -• 
2n 2 
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De donde se ve que 

Km V = —• 

\ u \ -* 00 271 

Ademas el punto w = ni es un pun to de remanso, es decir, un punto en el aue la 
velocidad es cero. Por tanto, la presion del fluido a lo largo de la pared v = n es 
maxima en los puntos situados frente a la rendija. 

La funcion de corriente xj,{u, v) para el canal es la componente imaginaria de 
la funcion F{w) dada por la Ecuacion [2], Las llneas de corriente \J/(u c) = son 
en consecuencia, las curvas 2 ’ 




= c 2 . 


Esta ecuacion se reduce a 


v u 

tg ^ = c tgh [4] 

donde c es cualquier constante real. Algunas lineas de corriente se recogen en la 
r igura 120. 


92. FLU JO EN UN CANAL CON RECODO 

Como llustracion adicional de la transformacion de Schwarz-Christoffel, vamos 
a hallar el potencial complejo para el flujo de un fluido en un canal con un 
cambio abrupto en su anchura (Fig. 121). Tomamos nuestra unidad de longitud 
de modo que la mayor anchura del canal sea de n unidades; entonces hit, con 
. < . < , L representara su anchura menor. Denotemos por la constante real V 0 

la velocidad del fluido en la parte infmitamente alejada de maxima anchura o 
sea, ’ 

Km V = V 0 , 

u~* — oo 

donde la variable compleja V representa el vector velocidad. El ritmo de flujo por 
unidad de profundidad a traves del canal, o sea, la intensidad de la fuente de la 
lzquierda y del sumidero de la derecha, es por consiguiente 

Q = nV o- [i] 

Cabe considerar la section del canal como caso limite del cuadrilatero de 
vertices w 2 , w 3 y w 4 que muestra la Figura 121, cuando el primero y el ultimo 
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*2 x 3 x 


Figura 121 


de esos vertices se desplaza infinitamente lejos a izquierda y a derecha, respectiva- 
mente. En el limite, los angulos exteriores pasan a ser 


kpn — it , k 2 n — k 2 it — 


= x. 


Como antes, procederemos formalmente, usando valores limite siempre que con- 
venga. Si hacemos = 0, x 3 = 1, x 4 = co y dejamos x 2 a determinar, con 
0 < x 2 < 1, la derivada de la funcion que define la aplicacion se convierte en 

dw 

— = Az~\z - x 2 )~ 1/2 (z - 1) 1/2 . [2] 

Para simplificar la determinacion de las constantes A y x 2 , buscamos directa- 
mente el potencial complejo del flujo. La fuente en el canal infinitamente alejada 
a la izquierda corresponde a una fuente identica en z = 0 (Sec. 91). La frontera 
total del canal es la imagen del eje x. En vista de [1], la funcion 

F = V 0 Log z = V 0 In r + iV 0 G [3] 

es el potencial complejo del flujo en el semipiano z superior, con la fuente 
requerida en el origen. Aqui la funcion de corriente es i (i = V 0 d. Crece en valor 
desde 0 hasta V 0 n sobre cada semicirculo z = Re ifl (0 <: 0 ^ n), donde R > 0, al 
variar 6 de 0 a 7t. [Comparar con la Ecuacion [5], Sec. 85, y el Ejerc. 8, Sec. 86.] 
El complejo conjugado de la velocidad V en el piano w se puede escribir 

, dF dF dz 

V(w) = — =-• 

dw dz dw 

Asi pues, refiriendonos a las ecuaciones [2] y [3], podemos ver que 

[4] 

En la posicion limite del punto w u que corresponde a z = 0, la velocidad es la 
constante real V 0 , luego de [4] se desprende que 
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En la posicion limite de w 4 , que corresponde az= «, denotemos la velocidad 
por el numero real V A . Parece plausible que al mover infmitamente lejos hacia la 
derecha un segmento recto vertical que tapone la parte estrecha el canal, V tiende 
a F 4 en todo punto de ese segmento. Podriamos probar esta conjetura hallando 
primero w como funcion de z a partir de [2], pero para abreviar la discusion lo 
daremos por cierto. En tal circunstancia, como el ilujo es estacionario, 

nhV A = nV 0 = Q, 

o sea, V 4 = V 0 /h. Haciendo tender z hacia infinito en [4], vemos que 


Asi pues, 


A = h, x 2 — h 2 . 


V 0 (z - h 2 \' 2 

M = t (t^tJ • m 

De [6] vemos que la magnitud |F| de la velocidad se hace infinita en la 
esquina vv 3 , ya que es la imagen del punto z = 1. Asimismo, la esquina w 2 es un 
punto de remanso, un punto en el que F = 0. A lo largo de la frontera del canal 
la presion del fluido es, por tanto, maxima en vv 2 y minima en vv 3 . 

Para escribir la relacion entre el potencial y la variable w, hemos de integrar 
la Ecuacion [2], que ahora se escribe 


h f z - i y / 2 
z Iz — h 2 ) 


Sustituyendo una nueva variable s, donde 


z — h 1 
z — 1 


se puede probar que [7] se reduce a 


dw _ 1 1 \ 
ds U - * 2 h 2 - s 2 ' 


En consecuencia, 


F T 1 + J T A + 5 

w = h Log --Log --■ 

1 — s n — s 
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La constante de integration aqui es cero porque cuando z = h 2 , s es cero y, por 
tanto, w es cero. 

En terminos de s, el potencial F de la Ecuacion [3] se convierte en 

h 2 — s 2 
F= v o Log y r - 2 -; 

y, por tanto, 

= exp (F/V 0 ) - h 2 

exp (F/V 0 ) - 1 L J 

Sustituyendo s de esta ecuacion en [8] obtenemos una relacion implicita que 
define el potencial F como funcion de w. 


93. POTENCIAL ELECTROSTATICO EN EL BORDE 
DE UNA PLACA CONDUCTORA 

Dos placas conductoras paralelas de extension infinita se mantienen a potencial 
electrostatico V = 0. Se escogen el sistema coordenado y la unidad de longitud 
de manera que las placas esten en los pianos v = 0, v = 7t y v = n/2 (Fig. 122). 
Hallemos el potencial V(u, v) en la region comprendida entre las placas. 



x 2 X $ x K = 0 w>i u 

Figura 122 


La section de esa region en el piano uv tiene la forma limite del cuadrilatero 
acotado por las lineas de trazos en la figura cuando Wj y w 3 se desplazan a la 
derecha y w 4 a la izquierda. Al aplicar aqui la transformation de Schwarz- 
Christoffel, tomamos como punto x 4 , correspondiente al vertice vv 4 , el del infinito. 
Elegimos x t = — 1, x 3 = 1 y dejamos x 2 a determinar. Los valores limites de los 
angulos exteriores del cuadrilatero son 

k l n = n, k 2 n = — n, k 3 n = k A n = n. 

Luego 


% = A(z + 1) ~ x 2 )(z - I)" 1 = A ^ 2 * 2 ^ 

.net 


A /1 X 2 1 — ^2 \ 
2 \ z + 1 + z — 1 / 
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de modo que la transformation del semiplano z superior i* r • a- aa a > 
piano w adopta la forma supenor en la franja dividida del 

A 

w - y CO + x 2 ) Log (z + 1) + (1 _ X2 ) Log ( z - l)] + A 

A - Al Bu Bl kS PartCS rCaleS 6 ima S inar ias de las constantes A y B 
Jon [fl " " PUnt ° W CSta Cn la frontera de la fran J a dividida y, de acuerdo 

U + 2~ ^ x 2)P n l x + 1| + i arg (x + 1)] + 

+ (1 - x 2 )[ln |x - 1| + / arg (x - 1)]} + By + iB 2 . ^ 

.^ ara , hallar las constantes > hagamos notar en primer lugar que la posicion 
hmite del segmento recto que une w, con vr 4 es el eje u. Ese segmento es la 
imagcn de la porcion del eje x a la lzquierda del punto Xl = — 1- <?llo se debe a 
que el segmento recto que une vr 3 con vr 4 es la imagen de la par* del eje x a la 
derecha de x 3 - 1, y l os otros dos lados del cuadrilatero son las imagenes de los 
d “f 1 '"' 08 ™ aaes del * *• <anto, cuando v =. 0 , u „tdo 

ia'hSESItST e ' “'^” di “ K ■»*> -a™ e, p m ,„ , - -, ^ 

arg (x + 1) = n , arg (x - 1) = n , 

y In |x + 1| tiende a — oo. Ademas, nor ser _ 1 <r y i i„ _ 

r=^“ P -T?1 6n 13 ECUad6n C2] * nde ’ a - ” P^to que 

A Ay 

p y Ki + x 2) n + (l — x 2 )7r] + b 2 . 

Por consiguiente 

nA j = B 2 , A 2 = 0. 

„ = La JTf t" o' " T 8 ”?" 10 quc Une y *2 « la semirrecta 
z = <“ ° S a?p'„os, Se ”’ ,rr “ ,a S °" ima8 ' neS dC los PU ” ,0S 

arg (x + 1) = 0, arg (x - 1) = n . 

' maginarilS amb ° S mien,br ° S d ' ' a E “ ra Para 
y _ A l 

2 ~ ~2~ ^ — x 2) n + B 2 . j"4j 
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Finalmente, las posiciones limites de los puntos del segmento recto que une 
w 3 y w 4 son los puntos u + ni, que son imagenes de los puntos x con x > 1. 
Identificando para ellos las partes imaginarias en [2] se obtiene 

n = B 2 . 

Entonces, a la vista de [3] y [4], 

Ay = — 1, X 2 = 0. 

Asi que x = 0 es el punto cuya imagen es el vertice w = ni/2, y tras sustituir estos 
valores en [2] e identificar las partes reales, vemos que By = 0. 

La transformation [1] se convierte asi en 

w = -\ C L °g (2 + 1) + Log (z - 1)] + ni, [5] 

o sea 

z 2 = 1 + p- 2 "’. [6] 



Figura 123 


Bajo esta transformation, la requerida funcion armonica V(u, v) pasa a ser 
una funcion armonica de x e y en el semiplano y > 0, y las condiciones de 
contorno indicadas en la Figura 123 se satisfacen. Notese que x 2 = 0 ahora. La 
funcion armonica en ese semiplano que toma aquellos valores sobre el contorno 
es la componente imaginaria de la funcion analitica 


1 

n 


Log 


z — 1 
z 4- 1 


- In ^ + - (0y - e 2 ). 


donde 9y y d 2 recorren de 0 a n. Escribiendo las tangentes de estos angulos como 
funciones de x e y, obtenemos despues de simplificar que 


tg nV = tg (9y - 9 2 ) = 


La Ecuacion [6] proporciona expresiones para x 2 + y 2 y x 2 — v 2 en 
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termmos de u v. As! pues, de [7] podemos concluir que la relation entre el 
potencial V y las coordenadas u, v es reiacion entre el 



EJERCICIOS 

L 

2. Explicar por que la solution al problema del flujo en un canal con una obstruction 
en laTccTonTr ^ qUeda induida “ la Soluci6n del P roblema ‘ratado 



Figura 124 


3 ‘ Z:lT° S ! la Figura 2 f del Ap6ndice 2 Cuand0 z « muev e hacia la derecha a lo 
largo de la parte negativa del eje real donde x g -1, su imagen w se muve hacia la 

segment" !T ^ °: ” = *• A1 averse z hacia la derecha por el 

, = 1 del e J e x, su imagen w se desplaza en la direction de v 

decreciente por el segmento 0 g h del eje t, Por fin, cuando z se mueve hack la 
derecha por la parte x ^ 1 del eje real positive, su punto imagen w se desplaza hacia 
la derecha por el eje real positive. Notense los cambios de direction de Ten ks 

magenes de los puntos z = -1 y z = i. Estes cambios indican que la derivad" d 
una funcion aphcacion podria ser ae 

~ = a( z -±1)'" 

dz \z - 1 y ’ 

siendo A una constante. Obtener asi formalmente la transformation adjunta a esa 
figura. Verificar que la transformacion, escrita en la forma 

w — - {(z + l) 1/2 (z — 1) 1/2 + Log [z + (z + l) 1/2 (z — 1) 1/2 ]}, 

con 0 g arg ( z ± 1) g tt, aplica la frontera del modo que se indica en la citada figura. 

4. Sea T(u, v) la temperatura acotada en estado estacionario de la region sombreada del 
piano w en la Figura 29 del Apendice 2, con condiciones de contorno T(u, h) = j s j 
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u < 0 y T = 0 sobre el resto BCD’) del contorno. En terminos del parametro real 
a (0 < a < n/2), probar que la imagen de cada punto z = i tg a sobre el eje y positivo 
es el punto 


= - In (tg a + sec a) + i( - + sec 


(vease Ejerc. 3) y que la temperatura en el punto w es 


T(u, r) = - 

7t 



a < 



5. Sea F(w) el potencial complejo para el flujo de un fluido sobre un escalon en el lecho 
de una corriente profunda representado por la region sombreada en el piano w de la 
Figura 29 del Apendice 2, donde la velotidad V del fluido se aproxima a una constante 
real V 0 cuando |w| tiende a infmito en esa region. La transformacion que aplica el 
semiplano superior z sobre esa region se puede ver en el Ejercicio 3. Usando la 
identidad dF/dw = (dFldz)(dzldw), probar que 

V(W) = V 0 (z - l) 1/2 (z + ir 1/2 ; 


y en terminos de los puntos z = x que tienen por imagenes los puntos del lecho, 
probar que 



Notese que la magnitud de la velocidad crece desde \V 0 \ a lo largo de A’B hasta 
\V\ = oo en B, disminuye entonces hasta cero en C', y crece hacia | V 0 \ desde C’ hasta 
D’. Tengase en cuenta, tambien, que la magnitud de la velocidad es | V 0 \ en el punto 



entre B y C’. 






CAPITULO 

__ONCE 


FORMULAS INTEGRALES 
DE TIPO POISSON 


q “ C ”° S P " n,itiri ° b ""“ 

les definida* o imZ„lL M uch t T ° m ° “P re , sad ° S « t4rminos de imegra- 
hecho, ser calculadas°sindillcultad S '- S a ‘’ ar “'" P“« d ™ * 


94. FORMULA INTEGRAL DE POISSON 

funci6n anaMcalntod^y sobTc^TaV d ° rigen ' Sea / una 

Qe y sobre C o- La formula integral de Cauchy (Sec. 39) 


= J_[As)a 

Jc 0 s ~ 


de% losTulf s / d TrE n t r , P “ n, ° in ‘ eri0r a C ” “ ,im ™ s de 

correspondiente para ^ ^ 

resolver el problema de Diriehle. para d disco I Jmo por c ^ 

(Fig “5° e El3 r r0 H el , radi ° de C ° y eSCribam0S ‘ = ' 4 <*>Icon 0 < , < , 

r.dS,::,rr‘r^; -r 

es un punto de C 0 , \ z i\\ z 2 \ — ^o> as * pues, si s 

Zl = 7 exp <»> = 7 = f • [2] 

valor'de 1 1^integral"[lTe^cero^ ^ te ° rema de Cau chy-Goursat que el 

Por tanto, C ] ^ CUand ° Z SC SUStituye P or *i en el integrando. 


m = 


f(s) ds; 
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Figura 125 


y usando la representation parametrica s = r 0 exp (/</>) (0^ (j> ^ 2n) para C 0 
podemos escribir 


/(*) = 


S — Z S — Z, 


f(s) d(j). 


donde, por conveniencia, retenemos s en vez de escribir r 0 exp 

Notese que, a la vista de la ultima de las expresiones [2] para z 3 , el factor que 
va entre parentesis aqui se puede poner como 


rl - r 2 


s — z 1 — (s/z) s — z s — z |j — z| 2 
En consecuencia, una forma alternativa para la formula integral de Cauchy es 


f(re M ) = -° 


rl - r 2 f 2 " f(r 0 e‘«) 


cuando 0 < r < r 0 . Esta forma sigue siendo valida para r = 0; en este caso se 
reduce directamente a 


/(°) = ^ I /(r o^) #> 


que no es sino la forma parametrica de la Ecuacion [1] con z = 0. 

La cantidad |.s — z| es la distancia entre los puntos s y z, y la ley del coseno 
permite escribir (vease Fig. 125) 

\s — z\ 2 = rl — 2r 0 r cos (<p — 9) + r 2 . [5] 

Luego, si u es la parte real de la funcion analitica /, deducimos de [4] que 


u(r, 9) 


1 f 2 ’ 

2n Jo 


(rl - r 2 )u(r 0 , <j>) 

2r 0 r cos (4> — 9) + r 2 
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Esta es la formula integral de Poisson nam la - , . 

abierto acotado por el drculo r = r 0 “ “ d disC ° 

FI n^^nT U . la P ] d f ne Una transformaci6n integral lineal de u(r 0 , <j>) en u(r 8) 
El nucleo de la transformacion es, salvo un factor 1/(2;r), la funcion Veal ’ ’ 


r, </> — 6) = 


2 r 0 r cos (0 - 8) + r 2 


SSito * r ° tSSm - D ' bid0 a la Ec " ad4 " C 5 ] podemos 


P(r 0 , r, 4> — 8) 



[ 8 ] 


y, como r < r 0 , P es claramente una funcion positiva. Ademas, puesto que 

*i«'^EZdi%7 q r do z/(s - z) *■“ ,a misma parK ^ 

Hr c , r, # - . Ite + , Ke (i±L). m 


Rildotn P C 0, nfni 0) fV na fUnCi of arm6nica der y° interior a C 0 para cada 
fijado en C 0 . De [7] se deduce que P(r 0 , r,<j> - 8) es una funcion periodica par de 
(p 0, con penodo 2 n\ y su valor es 1 cuando r = 0. 

La formula integral de Poisson [6] se puede escribir ahora 

1 f 2 * 

u( ~ r ’ ^ = 2n 0 P ^ r °’ r ’ < t > ~ 0) u (r o , <t>)d<!> (r < r 0 ). [10] 

Cuando/(z) = u(r, 8) = 1, la Ecuacion [10] demuestra que P tiene la propiedad 
1 f 2 * 

Jo ^ V ’ ^ ~ = 1 < r o) [11] 

sohPT 05 SUpUeSt ° que/es a nalitica no solo en el interior de C 0 sino tambien 
nnnt!. h Y qUe ’ P °f “ CS arm6nica en un dominio que incluye todos los 

estas°condidones CU ° * “ C °” tinUa “ bre ^ 


95, PROBLEMA DE DIRICHLET PARA UN DISCO 

Sea F una funcion continua a trozos de 8 en el intervalo 0 < 8 <: 2n La 
transformada integral de Poisson de F se define en terminos~del Vucleo de 
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Poisson P(r 0 , r, <j> — 8) introducido en la Seccion 94, por medio de la ecuacion 

1 C 2 ” 

U(r, 8) = — P{r 0 , r, <f> — 8)F((j>)d<t> (r < r 0 ). [1] 

2ft Jo 

En esta seccion probaremos que la funcion U(r, 8) es armonica en el interior 
del circulo r = r 0 y que 

lim U(r, 8) = F(8) [2] 

r-*t o 

I r<r ° 

' 

para todo 8 fijo en el que F sea continua. En consecuencia, U es una solution del 
- problema de Dirichlet para el disco r < r 0 en el sentido de que U(r, 8) tiende al 

/ valor frontera F(8) cuando el punto (r, 8) tiende hacia (r 0 , 8) a lo largo de un 

radio, excepto en el numero finito de puntos (r 0 , 8) en los que se pueden producir 
discontinuidades de F. 


Ejemplo. Antes de demostrar la afirmacion anterior, vamos a aplicarla al calcu- 
lo del potencial V(r, 8) e n el interior de un largo cilindro hueco, partido longitu- 
dinalmente en dos mitades iguales, cuando V = 1 en una de ellas y V = 0 en 
la otra. Este problema fue resuelto mediante transformaciones conformes en la 
Seccion 83, donde se interpreto como un problema de Dirichlet para el disco 
r < 1, siendo V = 0 en la mitad superior del contorno r = 1 y F = 1 en la 
inferior. 

En la Ecuacion [1], escribamos V en lugar de U, y hagamos r 0 = 1, y F(<f>) = 0 
cuando 0 < <j> < n y F{<f>) = 1 cuando n < (j> < 2%, con lo que se obtiene 

V(r, 8) = ^ J P(l, r, (f> — 8)d(j>, [3] 

donde 


P(l, r,<t> - 8) = 


1 - r 2 _ 

1 + r 2 — 2r cos (<p — 8) 


Una primitiva de P(l, r, tA) es 

| P(l, r, iA) # = 2 arctg tg y)’ M 

siendo el integrando la derivada con respecto a tj/ de la funcion de la derecha. Por 
tanto, de [3] se desprende que 

Yz—- f g — 2 —) _ arctg 



ario.net 
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Tras simplifies la expresion de tg [nV(r, 0)] obtenida de esta ultima ecuacion 
(vease Ejer. 3, Sec. 96), encontramos que 

nr, *) - i arctg ,0 s arctg , s [5] 

donde la restriction impuesta sobre los valores de la funcion arcotangente es 
fisicamente evidente. A1 expresarla en coordenadas rectangulares, esta solution 
coincide con la [5] de la Seccion 83. 

Volvamos a la demostracion de que la funcion U definida en [1] satisface el 
problema de Dirichlet para el disco r < r 0 , como se afirmo antes del ejemplo. En 
primer lugar, U es armonica dentro del circulo r = r 0 , porque P es una funcion 
armonica de r y 9 alii. Mas exactamente, como F es continua a trozos, la integral 
[1] se puede escnbir como suma de un numero finito de integrates definidas, cada 
una de las cuales tiene un integrando continuo en r, 9 y <p. Las deri’vadas 
parciales de esos integrandos con respecto a r y 9 son tambien continuas. Ya que, 
por tanto, podemos intercambiar el orden de integracion y derivation, y puesto 
que P satisface la ecuacion de Laplace 

r 2 P rr + rP r + P eg = 0 

en las coordenadas polares r y 9 (Ejerc. 10, Sec. 21), se sigue que U cumple 
tambien esa ecuacion. 

Con el fin de venficar el limite [2[, necesitamos probar que si F es continua en 
9, a cada e positivo le corresponde un 5 positivo tal que 

\U{r, 9) - F(0)| < e si 0 < r 0 - r < 5. [6] 

Comenzamos recordando la propiedad [11], Seccion 94, del nucleo dePoisson y 
escribiendo ’ 


U(r, 0) -F(9) = P( r<) , r , <p - 0)[F((f>) - F(9)\d9. 

Por convemencia, extendemos F periodicamente con periodo In, de modo 
que el integrando sea periodico en 4> con ese mismo periodo. Ademas, podemos 
suponer que 0 < r < r 0 por la naturaleza del limite en cuestion. 

Ahora observamos que, al ser F continua, existe un numero positivo pequeno 
a tal que K M 

m) - F(9) I < | si -e\ ^ a. [7] 

Evidentemente, 


U{r, 9) - F(9) = I dr) + I 2 {r). 


[ 8 ] 
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donde 


= 271 


+ P(r 0 , r, 4> - 0)[F(4>) - F(9)] d<f>. 


h W = 


| PO—ad 
- 71 . e+ot 


P(r 0 , r, (p — 9)IF(4>) - E(0)] #. 


El hecho de que P sea positiva (Sec. 94) junto con la primera de las desigual- 
dades [7] y la propiedad [11], Seccion 94, de esa funcion, nos permite ver que 


1/iMI ^ 


271 !<,-* 


P(r 0 , r,<t> - 9)\F(<j>) - F(9)\ # 


P(r 0 , r, (p - 9) d<p = 


En lo que afecta a la integral 7 t (r), vemos de la Figura 125 en la Seccion 94 que el 
denominador |s — z| 2 en la expresion [8] para P(r 0 , r,(p — 9) en esa section tiene 
un valor (positivo) minimo m al variar el argumento <p de s sobre el intervalo 
cerrado 9 + ot^<p^9 — a + 2n. Asi pues, si M es una cota superior de la 
funcion continua a trozos | F(<p) — F(9)\ en el intervalo 0 ^ (p ^ 27t, se deduce 
que 

11 - / U ^ ( r o - r 2 )M 2Mr 0 2Mr 0 £ 

I/ 2 MI ^ ^-2tt < - (r 0 - r) < -<5 = - 

2nm m m2 

siempre que r 0 — r < S, con 


Finalmente, los resultados de los dos ultimos parrafos nos ensenan que 


I U(r, 9) - F(9 )| ^ lAWI + \I 2 {r)\ < E - + | = e 

siempre que r 0 — r < 3, siendo 8 el numero positivo definido por [9], Es decir, la 
afirmacion [6] es valida con esa eleccion de <5. 

De acuerdo con [1], el valor de U en r = 0 es 


1 

2n 



F(<p) dcp. 


De manera que el valor de una funcion armonica en el centro del circulo r = r 0 es 
la media de sus valores sobre el contorno de ese circulo. 

net 
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Dejamos como ejercicios el demostrar que P y U pueden representarse nor 
como sJue nV Cran 3 ^ funciones arm6nic as elementales r" cos n6 y sen «0 

nr,, r, 4 , - 9) - 1 + 2 j? (£) cos » <(» - 0) (r < ,„) [10] 

y 

1 oo / r \« 

C/(r ’ 6) = 2 a ° + cos ne + b„ sen «0) ( r < ^ [11; , 

donde 

_ 1 C 2 ” ] [2* 

a " - n Jo cos n 4 d< t>' b » = - I F(0) en n<j> d<p. [12] 

96. PROBLEMAS DE CONTORNO RELACIONADOS 

Los detalles de las demostraciones de los resultados que siguen se deian como 

cTnToZd S r POn T OS la fU ” d6 “ ' STMr. 

contorno del circulo r = r 0 es continua a trozos. 

la SecSsn 8 ^ 08 QUe F(2n ~ 6)= ~ F{6) - La formula integral de Poisson [1] de 
la Seccion 95 se convierte entonces en L J 

1 f* 

U{r ’ 6) = 2n) 0 [jP(r °’ r ’<t> ~ 0) - P(r 0 , r, <f> + 0)]F{<P) d<p. [1] 

Esta funcion V tiene valor cero sobre los radios horizontal 0 = 0 y 0 = „ del 

La CU F6mur m CS T r 81 SC intCrPreta UC ° m ° Una estacionaria. 

La Formula [1] resuelve por tanto el problema de Dirichlet para la region 

y 0 < * d ° nde " - ° S ° bre 61 “ - 9u S e se 
lim U(r, 0) = F(0) (0 < 6 < n) [2 ] 

r<ro 

para cada 0 fijo en el que F es continua. 

Si F(2n — 0) = F(0), entonces 

1 f* 

U(r ’ = In J 0 [P(r °’ T ' * ~ °) + r, <j> + 0)]F(<j>) dfr [3] 

y U e (r, 0) - 0 cuando 0 = 0 o 0 = n. Asi que la Formula [3] proporciona una 
funcion U armomca en la region semicircular r < r 0 , 0 < 0 < n y que satisface la 
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condicion [2], asi como la condicion de que su derivada normal sea cero en el 
diametro AB de la Figura 126. 



Figura 126 


La funcion analitica z = r^/Z aplica el circulo \Z\ = r 0 del piano Z sobre el 
circulo |z| = r 0 del piano z, y el exterior del primer circulo sobre el interior del 
del segundo. Haciendo z = r exp (i0)y Z = R exp (i\p), observamos que r = rfJR 
y 0 = 2ti — ip. La funcion armonica U(r, 0) representada por la Formula [1], 
Seccion 95, se transforma entonces en la funcion 



In 


1 f 2lt Tq — R 2 

2n m o r o ~ 2 r 0 R cos (<p + ip) + R 2 


que es armonica en el dominio R > r 0 . Ahora bien, en general, si u(r, 0) 
es armonica, tambien lo es u{r, —0) (vease Ejerc. 11). Por tanto, la funcion 
H(R, ip) = UirljR, <A - 2ir), o 

1 f 2 ” 

H(R, \p) = P(r 0 , R,<p- i p)F(<p)d<p (R > r 0 ), [4] 

Jo 


tambien es armonica. Fijado cualquier ip en el que F(\p) es continua, vemos de 
[2], Seccion 95, que 

lim H(R, iP) = F{\p). [5] 

R-*ro 

R>ro 


Asi pues, la Formula [4] resuelve el problema de Dirichlet para la region 
exterior al circulo R = r 0 en el piano Z (Fig. 127). Hagamos notar, de la 



Figura 127 
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expresion [8], Section 94, que el nucleo de Poisson P(r 0 , R, <j> - ij,) es negativo 
si R > r 0 . Asimismo, 

1 f 2 ’ 

2 n J o R, 4> - ^)d(j> = ~\ (R > r 0 ) [6] 


y 

Um H(R, -A) = ^ j Q md*. [7] 


EJERCICIOS 

1. Usar la formula integral de Poisson [1], Seccion 95, para deducir la expresion 

n,, y) = i arctg [ (J _ '^7^ _ , ] (» S arctg , s „) 

para el potencial electrostatico interior a un cilindro x 2 + y 2 = 1 cuando V = 1 
sobre el primer cuadrante (x > 0, y > 0) de su superficie y V = 0 sobre el resto de su 
superficie. Explicar ademas por que 1 — V es solucion del Ejercicio 8, Seccion 83. 

2. Sea T la temperatura estacionaria en un disco r ^ 1, con sus caras aisladas cuando 
T = 1 en el arco 0 < 0 < 20 o (0 < 0 O < n/2) del borde r = 1 y T = 0 en el resto de 
el. Probar mediante la formula integral de Poisson que 


T(x, y) = - arctg 

7 1 


(l - x 2 - y 2 )y 0 

i ) 2 + (y- y 0 ) z 


-yl_ 


(0 g arctg t g t t), 


donde y 0 = tg 0 O . Comprobar que esta funcion T satisface las condiciones de 
contorno. 


3. Con ayuda de las identidades trigonometricas 


tg (a - p) = 


tg a - tg ^ 
1 + tg a tg 


tg a + cotg a = 



mostrar como se obtiene la solucion [5] de la Seccion 95 a partir de la expresion para 
nV(r, 0) que precede a esa solucion. 


4. Sea / la funcion impulso unidad (Fig. 128): 


m, 0 - 6 > 0 ) 


fl /h para 0 O ^ 0 ^ 0 O + h, 

(0 para 0 ^ 0 < 0 O o 0 O + h < 0 g 2n, 
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nh,e-e 0 ) i 


Figura 128 


donde h es un numero positivo y 0 ?£, 0 O < 0 O + h < 2n. Notese que 

*00 +ft 

I(h, 0 - 0 o )d0 = 1. 

• 00 

Usando un teorema del valor medio para integrales, demostrar que 

'2n C e o+ft 

P(r 0 , r, <t> - 0)I(h, 4> - 0 o )d<t> = P(r 0 , r, c - 0) W, 4> ~ 

Jo 

donde 0 O ^ c ^ 0 O + h, y por tanto que 


I(h, <j> — 0 o ) d(f>. 


lira P(r 0 , r, <t> - 0)l(h, 4> ~ 9 0 )# = ^o. O 0 - 0 O ) (r < r 0 ). 
h->0 Jo 

ft >0 

Asi pues, el nucleo de Poisson P(f 0 , r, 0 — 0 o ) es el limite, cuando h tiende a cero por 
valores positivos, de la funcion armonica interior al circulo r = r 0 cuyos valores de 
contorno vienen representados por la funcion impulso 2nl(h, 0 — 0 O ). 

5. Demostrar que la expresion del Ejercicio 8, Seccion 48, para la suma de una cierta 
serie de cosenos se puede escribir 


co 1 — a 2 

1+2 Y a" cos n0 = - --- j 

1 - 2a cos 0 + a 


(-1 < a < 1). 


Probar entonces que el nucleo de Poisson admite la representation en serie [10j, 
Seccion 95. 

6. Probar que la serie en [10], Seccion 95, para el nucleo de Poisson converge uniforme- 
mente respecto de 4>. Obtener entonces de [1] en esa seccion la representation en 
serie [11] para U(r, 0) dada alii*. 

7. Hallar, mediante las expresiones [11] y [12] de la Seccion 95, las temperaturas 
estacionarias T(r, 0) en un cilindro solido r ^ r 0 de longitud infinita si T(r 0 , 0) = A 
cos 0. Probar que no hay flujo de calor a traves del piano y = 0. 

Sol. T = A(r/r 0 ) cos 0 = Axjr 0 . 


* Este resultado se obtiene para r„ = 1 por el metodo de separation de variables en el libro del 
autor Fourier Series and Boundary Value Problems , 4. a ed., Seccion 46, 1987. 
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8. Obtener el caso especial 

a) H(R, 0) = — [P(r 0 , R, 0 + 0) _ P(r 0 , R, 0 _ 0)]/^q d<j>; 

1 f* 

b) H(R , 0) = I [P(r 0 , F, 0 + 0) + P(r 0 , F, 0 - 0)]F(0)^0 

de la Formula [4] en la Seccion 96, para la funcion armonica H en la region no 

acotada F > r 0 , 0 < 0 < %, que se indica en la Figura 129, si esa funcion satisface la 
condicion de contorno 

lim H(R, 0) = F(0) (0 < 0 < tt) 

R— 1 *1*0 
R>ro 

sobre el semicirculo y a) es cero sobre los rayos BA y DE; b) su derivada normal es 
cero sobre los rayos BA y DE. 



A B D EX 


Figura 129 

9. Dar los detalles de la verification de la Formula [1], Seccion 96, como solution del 
problema de Dirichlet alii enunciado para la region que muestra la Figura 126. 

10. Dar los detalles de la verification de la Formula [3], Seccion 96, como solution del 
problema de contorno alii enunciado. 

11. Obtener la Formula [4], Seccion 96, como solution del problema de Dirichlet para la 
region extenor a un circulo (Fig. 127). Para demostrar que u(r, -9) es armonica 
cuando lo es u(r, 6), utilizar la forma polar 

r 2 u„(r, 9) + ru,(r, 9) + u m (r, 9) = 0 
de la ecuacion de Laplace. 

12. Establecer la validez de la Ecuacion [6], Seccion 96. 

13. Establecer el limite [7], Seccion 96. 


97. FORMULA INTEGRAL DE SCHWARZ 

Sea/una funcion analitica de z en el semipiano Imz^O tal que, para ciertas 
onstantes positivas a y M, f satisface la propiedad de orden 


\z°f(z)\ < M 


(Im z 2; 0). 


[ 1 ] 
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Para un z fijo por encima del eje real, sea CR la mitad superior de un circulo 
orientado positivamente de radio R con centro en el origen, donde R > |z| (Fig. 
130). Entonces, segun la formula integral de Cauchy, 


m = _L f , i P me 

Z 2ni ] Cg s - z 2ni J_ R t - 



Figura 130 

Vemos que la primera de estas integrales tiende a 0 cuando R tiende a infinito, 
ya que, a la vista de [1], 


f fW 
5 - 


f(s) ds M %M 

7^7 < R a (R - 1*1) “ R a (l - |z|/R)' 


Asi pues, 


_ j_ r 

2ni 

v 


t - z 


(Im z > 0). 


La condicion [I] asegura asimismo que la integral impropia converge*. El nume- 
ro al que converge es su valor principal de Cauchy (vease Sec. 58), y la representa¬ 
tion [3] es una formula integral de Cauchy para el semipiano Im z > 0. 

Si el punto z esta por debajo del eje real, el miembro de la derecha en [2] es 
cero, luego la integral [3] es cero para tal punto. En consecuentia, cuando z esta 
por encima del eje real, tenemos la formula siguiente, donde c es una constante 
compleja arbitraria: 


1 f® / 1 

-.(rr 


- + j—z\f{t) dt (Im z > 0). [4] 


En los dos casos c = — 1 y c — I eso se reduce, respectivamente, a 


7 i: 


yf(t) 

1 1 - A 


jdt (y > 0) 


rio.net 


* Vease, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3.“ ed.. Cap. 22, 1983. 


i 
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-if" 

™ J- 


( l - x)f(t) 


(y > 0). 


y «> vienen represeittdafen^dteTphto^ > 

contorno de u para las formulas terminos de los valores de 


u(x, y) = 


= if" Mt, 0) , 

- z i 2 « J-oo (T z ~^fTy dt (y > °) [7] 


*,y) = - P 

n J-o 


(x - Qu(t, 0) 
(* - x) 2 + 


(y > 0 ). 


inK8ra ‘ de Schwara - ° f6rmi " ii 
condiciones de validez de [7] y [8], proxima seccion relajaremos [as 


98. PROBLEMA DE DIRICHLET PARA UN SEMIPLANO 


s d clr; ? r;*,7<’ rr; ,o r m 

constante positiva, la integral V ~ Y = ^ ’ donde 6 es cualquier 


I(x, y) = 


F(t)dt 

r WT~p 


s: l r usaks * * 

parcial de /(x, y) viene representada por la integral i i a • a 
correspondiente del integrate siempre que y > 0. 


U(x, y) = 


(t - X) 2 + y 2 


(y > 0 ). 


r e aqUi ap ; irece es },/lt - r|2 - Es la corn Pone n te 
B luncion l/(t - z), que es analitica en z para y > 0. Se deduce que 
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el nucleo es armonico, luego satisface la ecuacion de Laplace en x e y. Como se 
puede intercambiar el orden de derivation e integration, la funcion [1] cumple 
esa ecuacion. Por tanto, U es armdnica para y > 0. 

Para demostrar que 

lm U(x, >’) = F(x) [2] 

P-.0 

y> 0 


para cada x en el que F sea continua, sustituimos t = x + y tg t en la Formula 
[1] y escribimos 


U{x, y) 


F(x + y tg t) dr (y > 0). 


Entonces, si 


G(x, y, t) = F(x + y tg t) - F(x) 


y a es una pequeiia constante positiva, 


n[_U{x,y) - F(x)] 


G(x,y, t)dr = I^y) + I 2 (y) + I 3 (y), [4] 


donde 


hiy) = 


(-*/ 2 )+« 


G(x, y, r) dr, I 2 (y) 


’(*/2)~a 

J(-*/2) + « 


G(x, y, t) dr. 


h(y ) = G(x, y, r) dr. 

J (71/2)-a 

Si denotamos por M una cota superior para |F(x)|, entonces |G(x, y, r)\ ^ 2 M. 
Dado un numero positivo s, elegimos a de manera que 6Ma < e, lo que significa 
que 

lACy)! ^ 2Ma < | y |/ 3 (y) ^ 2Moc < |- 

A continuation probamos que, correspondiendo a e, existe un numero positi¬ 
vo 5 tal que 

\h{y) < | si 0 < y < S. 

A tal fin, observemos que, por la continuidad de F en x, existe un numero 
positivo y tal que 


I G(x, y, t)| < 


.net 


si 0 < y|tg r\ < y. 
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El maxin* 0 valor de |tg t| cuando t varia desde (-n/2) + « a (n/7] 

•g m - « . oo,g «. P„, ,am„, si hacemos , . « y + ‘JWV- « es 

g 

3 ^ (7t ~ 2a) < I siempre que 0 < y < , 5 . 

Hemos demostrado asi que 

^(^)l + \^(y )I + ^ 3(^)1 < £ siempre que 0 < y < <5 
La condition [2] se sigue ahora de este resultado y de la Ecuacion Ml 

y > 0 , “*“« 

constante. ^ °’ and0 — F 0 , donde F 0 es una 

De acuerdo con la Formula F81 de la SernVm 07 u • 
sobre F la funcion L J ^ on 97, bajo ciertas condiciones 


V(x, y) 


-=/■ 


'°° (x - t)F(t) 

-aoit — X) 2 + y 2 


(y > 0 ) 


es una armomca conjugada de la funcion U dada por m En efecto in f- , 
[5] proporciona una armonica conjugada de U ri F ° Formula 

excepto a lo sumo un numero finite leZtos v FsItiJ ** ,0<to W 

l*«*WI <¥,« a >0 Poroue 7 n 2 ^ ma P ro P ledad de or den 

verifican las ecaacioaea de q “ e Vy V 

para "o X" “ ““ -P— * 'a Fo^aia pj « que , es 


99. PROBLEMA DE NEUMANN PARA UN DISCO 


A1 igual que en la Seccion 94 y en la Fienra 1 7 < , ■ 

2 = ' ex P m donde r < r 0 . Para , fijo la fundon * = '° CXP W) y 

QK, r, ■*-») = - 2, 0 k _ Z | , _, o [f a _ 2v CM {t _ t) + rlJ U] 

es armonica en el interior del eirrnio m 

(z ~ donde el corte de ramificadoli dllog^z-“ril ^ ^ * ~ 2r ° '° g 

punto s. Si ademas r ^ 0, S s) es un rayo que arranca del 


Qr(r 0 , r, <j> - 0) = - r -° \ 2rl ~ 2r o r cos (<t> ~ 0) ~1 

r l r o ~ 2r 0 r cos (<j> - 0) + fij = 

= -fl p ( r o, r,<t> — 6) — 1 ], 

donde P es el nucleo de Poisson [ 7 ] de la Seccion 94. 
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Estas observaciones sugieren que la funcion Q puede ser utilizada para escri- 
bir una representacion integral de una funcion armonica U cuya derivada normal 
U r sobre el circulo r = r 0 toma valores prefijados G(8). 

Si G es continua a trozos y U 0 es una constante arbitraria, la funcion 

1 f 2 ” 

W, B) = — Q(r 0 , r, <j> - 0)G(tf>)# + U 0 (r < r 0 ) [3] 

es armonica porque el integrando es una funcion armonica de r y 9. Si el valor 
medio de G sobre el circulo |z| = r 0 es cero, o sea 



G{4>) dj> = 0, 


[4] 


entonces, en vista de [ 2 ], 


1 f 2 ” r 

U r (r, 0) = — ^ [P(r 0 , r ,<l>- 6)- 1 ]G«>)# = 

2n Jo r 


r_o J_ 

r In 



P(r 0 , r,4>- 0)G(0) d(j). 


Ahora bien, segun las Ecuaciones [1] y [2] de la Seccion 95, 


1 f 2 * 

lim — P(r 0 , r, (f> — 6)G(<t>)d4> = G(9). 

r~*ro £11 Jo 
r<r 0 


En consecuencia 


lim U r (r, 6) = G(6) [5] 

r~*ro 

r<ro 

para todo 6 en el que G es continua. 

Si G es continua a trozos y cumple la condicion [4], la formula 

r C 2 ” 

U (G B) = -~ n In [r§ - 2r 0 r cos (0 - 6) + r 2 ]G(0) d<\> + U 0 (r < r 0 ) [ 6 ] 

resuelve, por tanto, el problema de Newmann para la region interior al circulo 
r — fo, donde G(9) es la derivada normal de la funcion armonica U(r, 6 ) en la 
frontera en el sentido de la condicion [5]. Notese como se deduce de [4] y [ 6 ] 
que, por ser In es constante, U 0 es el valor de U en el centro r = 0 del circulo 
r = r 0 . 

Los valores U{r, 6) pueden representar temperaturas estacionarias en un disco 
r < r 0 con caras aisladas. En tal caso, [5] establece que el flujo de calor en el 
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disco a traves de su borde es proporcional a G(0). La condicion [4] es el requisite 
fisico natural de que el ntmo total del flujo de calor en el disco ha de ser cero ya 
que las temperaturas no varian con el tiempo. 

Una formula correspondiente para una funcion armonica H en la region 
exterior al circulo r = r 0 se puede expresar en terminos de Q como 


H(R, if,) 


_i_ r 2 
2 n Jo 


Q(r 0 , R, 4> - iA)U(<A) d(j> + H 0 (R > [ 7 ] 


con H 0 constante. Como antes, suponemos que G es continua a trozos y que T4T 
se cumple. Entonces L J 


H 0 = lim H(R, if,) 

R-* 00 


lim H r (R, if,) = G{\f,) 

R~*ro 

R>ro 


para todo 1 f, en el que G sea continua. 

La comprobacion de [7], asi como casos especiales de [3] que se aplican a 
regiones semicirculares, se relegan a los ejercicios. 


100. PROBLEMA DE NEUMANN PARA UN SEMIPLANO 

Sea <j(x) continua en todo x real, excepto en un numero finito de saltos finitos, y 
tal que satisface una propiedad de orden 

|x j, G(a)| < M (— co < x < 00 ), [1] 

con a > 1. Fijado cualquier numero real t, la funcion Log |z - t\ es armonica en 
el semipiano Im z > 0. Por consiguiente, la funcion 

1 f °° 

U(x, y) = - In | z - t\G(t)dt + U 0 = r 2 l 

J — 00 L J 

1 r°° 

= 2k J., ln C(? ~ x)2 + fMOdt + U 0 (y > 0), 


donde U 0 es una constante real, es armonica en ese semipiano. 

La Formula [2] se ha escrito con la transformada integral de Schwarz [ 1 ], 
Seccion 98, en mente; porque se deduce de [ 2 ] que 




(t - x) 2 + y 2 


(y > o). 
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A la vista de [1] y [2] de la Seccion 98, se tiene 

lim U y {x, y) = G(x) [4] 

y->0 
y> 0 

en todo punto x en que G sea continua. 

La formula integral [2] resuelve evidentemente el problema de Neumann para 
el semipiano y > 0, con condicion de contorno [4], Pero no hemos concretado 
condiciones sobre G que sean suficientes para garantizar que la funcion armonica 
U se mantenga acotada cuando |z| crece. 

Si G es una funcion impar, la Formula [2] puede escribirse 

»- h f h K: % + «* =• " o) - 

Esto representa una funcion armonica en el primer cuadrante x > 0, y > 0, que 
satisface las condiciones de contorno 


U(0, y) = 0 

(y > 0 ), 

[ 6 ] 

lim U y (x, y) = G(x) 
y-o 
)?>0 

(x > 0 ). 

[7] 


Los nucleos de las formulas integrates para funcion armonicas presentadas en 
este capitulo pueden ser descritos en terminos de una sola funcion real de las 
variables complejas z = x + iy y w = u + iv: 

K(z, w) = ln |z — w\ (z ^ w). [ 8 ] 

Esta es la funcion de Green para el potencial logarltmico en el piano z. La funcion 
es simetrica, esto es, K(w, z) = K(z, w). En los ejercicios se dan expresiones de los 
nucleos usados antes, en terminos de K y de sus derivadas. 


EJERCICIOS 

1. Obtener, como caso especial de [1], Seccion 98, la expresion 


. y 

*,y) = ~- r .— 

* . 0 (t - 


x ) 2 + y 2 (t + x) 2 + y 1 


F(?) dt (x > 0, y > 0) 


para una funcion acotada U que sea armonica en el primer cuadrante y que cumpla 
las condiciones de contorno 

U(0, y) = 0 (y > 0), 

lim U(x, y) = F(x) (x > 0, x # x,), 

0 

y > 0 
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donde Fes acotada para todo x positivo y continua, excepto a lo sumo en un numero 
finito de saltos finitos en los puntos Xj(J = 1, 2, n). 

2. Como caso especial de la Formula [1], Section 98, obtener la expresion 

Vtx - y) ~ » T [ (. - Jf + y‘ <*> «.*><» 

para una funcion acotada U que sea armonica en el primer cuadrante y que satisfaga 
las condiciones de contomo 

£4(0, y) = 0 (y > 0), 

lim U(x, y ) = F(x) (x > 0, x # x,), 

J 

y> 0 

donde F es acotada para x positivos y continua, excepto a lo sumo en un numero 
finito de saltos finitos en los puntos x } (J = 1, 2, ..., n). 

3. Intercambiar los ejes x e y en la Section 98 para escribir la solution 




xF(t) 

(t - y) 2 + x 


2^742 dt (* > 0) 


del problema de Dirichlet para el semipiano x > 0. Denotar 


F(y) = I 1 para — 1 < y < 4 
(0 para \y\ > 1, 


y obtener estas expresiones para V y su armonica conjugada - V: 

™ 

donde —n/l ^ arctg t ^ n/2. Probar ademas que 


F(x, y) + iU(x, y) = - [Log (z + i) - Log (z - ;)], 
donde z = x + iy. 

4. Sean T(x, y) las temperaturas estacionarias acotadas en una placa x > 0, v > 0, con 
sus caras aisladas, cuando 

lim T(x, y) = F,(x) (x > 0), 

y ->0 
y> 0 

lim T(x, y) = F 2 (y) (y > 0) 


(Fig. 131). Aqui F t y F 2 son acotadas y continuas, excepto a lo sumo en un numero 
finito de saltos finitos. Poniendo x + iy = z, probar con ayuda de las expresiones 
deducidas en el Ejercicio 1 que 


T(x, y) = r,(x, y) + T 2 (x, y) (x > 0, >> > 0), 
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T = F 2 (y) 



7’ = F,(x) x 

Figura 131 


Tl( *’ y) = « I ~ \rh) mdt ’ 


Ux, y) = y -\ X 

* Jo \l" - 


A 2 I it + A 


2 \F 2 (t)dt. 


5. Establecer la Formula [7], Section 99, como solution del problema de Neumann 
para la region exterior a un circulo r = r 0 , usando resultados precedentes de esa 
section. 

6. Obtener como caso especial de [3], Section 99, la expresion 


1 f” 

r, 0) = - 

2w Jo 


LQ(r 0 , r,4> - 9) - Q(r 0 , r, <f> + 0)]G(tf>)# 


para una funcion U que sea armonica en la region semicircular r < r 0 , 0 < 0 < n y 
que satisfaga las condiciones de contorno 

U(r, 0) = U(r, n) = 0 (r < r 0 ), 
lim U,(r, 9) = G(9) (0 < 0 < n) 


para cada 9 en el que G es continua. 

7. Obtener, como caso especial de [3], Section 99, la expresion 




LQ(r 0 , r,4> - 9) + Q(r 0 , r, <j> + 0)] <?(</>)# + U 0 


para una funcion U armonica en la region semicircular r < r 0 , 0 < 9 < n que 
satisfaga las condiciones de contorno 

Ug(r, 0) = U„(r, n) = 0 (r < r 0 ), 
lim U r (r, 9) = G(9) (0 < 0 < n) 

r~*ro 
r<r o 

para todo 9 en el que G es continua, supuesto que 


G(4>)d<j> = 0. 
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8. Denotemos por T(x, y) las temperaturas estacionarias en una placa x g 0, >■ g 0. Sus 
caras estan aisladas, con T = 0 en el borde x = 0. El flujo de calor (Sec. 78) en la 
placa a lo largo del segmento 0 < x < 1 del borde v = 0 es una constante A, y el 
resto de ese borde esta aislado. Usar la Formula [5], Section 100, para demostrar 
que el flujo que sale de la placa por el borde x = 0 es 




9. Probar que el nucleo de Poisson (Sec. 94) viene dado en terminos de la funcion de 
Green 


K(z, w) = In \z — w\ = — In [p 2 


2pr cos ((j> — 6) + r 2 ], 


donde z = r exp (iO) y w = p exp (i<fi), por la ecuacion 
dK 

P(p, r, (j> — 9) = 2p —— — 1. 

dp 

10. Probar que el nucleo utilizado en la transformation integral de Schwarz (Sec. 98) se 
puede escribir en terminos de la funcion de Green 


K(z, w) = In |z - w\ = - In [(x - u) 2 + (y - ») 2 ], 


donde z = x + iy y w = u + iv, como 

y _ 5K\ _ dK 

\u - z\ 2 dy J„ =0 3yJ„ = 0 

Aqui ha de interpretarse K como una funcion de las cuatro variables reales x,y,u y v. 
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CAPITULO 

__ DOCE 

TEORIA DE FUNCIONES 
COMPLEMENTARIA 

/ 

Muchas cuestiones que no eran esenciales para la continuidad de la presentation 
de los capltulos precedentes se han ido omitiendo. Algunas de ellas, sin embargo, 
pueden tener cabida en un curso elemental, y por esa razon las presentaremos en 
este capitulo. 


| 

I 

I 


101. CONDICIONES BAJO LAS CUALES f(z) = 0 

Prolongamos el enunciado y demostracion del teorema de esta section con un 
lema util. 

Lema. Si f(z) = 0 en todo punto z de un dominio o arco que contiene a un 
punto z 0 , entonces f(z) = 0 en cualquier entorno N 0 de z 0 en el que f sea 
analitica. Esto es, f(z) = 0 en todo punto z de N 0 . 

Para demostrarlo, necesitamos el hecho de que, bajo las condiciones impues- 
tas,/es identicamente cero en algun entorno N de z 0 . En efecto, de lo contrario 
existiria un entorno punteado de z 0 en el que f(z) =£ 0 (vease Ejerc. 8, Sec. 57); y 
ello seria inconsistente con la condition de que f(z) = 0 en un dominio o arco 
que contiene a z 0 . Ya que f(z) = 0 en el entorno N, se deduce que todos los 
coeficientes a n — f n \z 0 )/n\ (n = 0, 1, 2,...) de la serie de Taylor de /(z) centrada en 
z 0 han de ser nulos. Luego f(z) — 0 en el entorno N 0 , pues la serie de Taylor 
tambien representa a /(z) en N 0 . 

Teorema. Si una funcion f es analitica en un dominio D y f(z) = 0 en todo 
punto de un dominio o arco interior a D, entonces f(z) = 0 en D. 


f 


El metodo de demostracion va a ser similar al empleado en el teorema de la 
Section 42. Sea z 0 cualquier punto del dominio o arco interior a D donde 
f(z) = 0; y construyamos una linea poligonal L desde z 0 hasta cualquier otro 
punto P en D. Denotemos ademas por d la minima distancia desde los puntos 
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de La la frontera de D. Cuando D es todo el piano, d puede tomarse como 
cualquier numero positivo. 

Ahora debe existir una sucesion finita de puntos z 0 , z 1; z 2 , z„ sobre L tales 
que z„ coincide con P y 

kit — -z-fc-il <d (k = 1, 2, n). 

Formando una sucesion finita de entornos N 0 , N u N 2 , ..., N n , donde cada N k esta 
centrado en z k y tiene radio d, observamos que / es analitica en cada uno de esos 
entornos y que el centro de cada N k (k =1,2,..., n) esta en el entorno N k . k (vease 
Fig. 44 en la Sec. 42). 

Como / es analitica en el entorno N 0 y debido a la election del punto z 0 , 
nuestro lema nos dice que/(z) = 0 en N 0 . Pero el punto z k esta en el entorno, o 
dominio, N 0 . Por tanto, una segunda aplicacion del lema re vela qu e/(z) = Oen 
N k ; y siguiendo este proceso, llegamos a la conclusion de que /(z) = 0 en N„. 
Puesto que N n esta centrado en el punto P y P era arbitrario en D, concluimos 
que /(z) s 0 en D. El teorema queda probado. 

Supongamos ahora que dos funciones / y g son analiticas en un mismo 
dominio D y que/(z) = g(z) en todo punto de algun dominio o arco contenido 
en D. La funcion h defmida por h(z) = f(z) - g(z) es tambien analitica en D, y 
h(z) = 0 sobre el subdominio o a lo largo del arco. Segun el teorema, h(z) = 0 
sobre D; esto es, /(z) = g(z) cuando z esta en D. Asi llegamos al siguiente 
corolario. 

Corolario. Una funcion analitica en un dominio D esta univocamente determi- 
nada en D por sus valores en un dominio o arco interior a D. 

Ejemplo. Como sen 2 x + cos 2 x = 1, la funcion entera 

f(z ) = sen 2 z + cos 2 z — 1 

es nula sobre el eje real. En consecuencia, por el teorema anterior, debe ser nula 
en todo el piano complejo, lo cual significa que 

sen 2 z + cos 2 z = 1 

para todo z. Notese asimismo como el corolario nos dice que sen z y cos z son las 
unicas funciones enteras que pueden tomar los valores sen a y cos x, respectiva- 
mente, sobre el eje real. 


102. PROLONGACION ANALITICA 

La intersection de dos dominios D k y D 2 es el dominio D k n D 2 que consta de 
los puntos comunes a D k y D 2 . Si los dos dominios tienen puntos en comun, 
entonces su union D k u D 2 , formado por la totalidad de puntos de D k y de D 2 , 
tambien es un dominio. 
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Si tenemos dos dominios Z) L y D 2 con puntos comunes (Fig. 132) y una 
funcion /j analitica en D u puede existir una funcion / 2 , analitica en D 2 , tal que 
/ 2 (z) = /j(z) para todo z en la intersection D l n D 2 . Si es asi, llamaremos a F 2 
una prolongacion analitica de f k en el dominio D 2 . 


/ i d x n d 2 ) \ 

/ / N 


/ _/ s \ 

/ --"X-\ 

( D3 ) 

V.JX 3 NJ X 


Figura 132 


Siempre que existe esa prolongacion analitica f 2 , es unica, de acuerdo con el 
corolario de la Section 101. En efecto, no puede haber mas de una funcion que 
sea analitica en D 2 y tome el valor ffz) en todo punto z del dominio D x n D 2 
interior a Z) 2 . No obstante, si existe una prolongacion analitica / 3 de / 2 de D 2 en 
un dominio D 3 que intersecta al D u como indica la Figura 132, no es necesaria- 
mente cierto que/ 3 (z) = ffz) en todo zde^n L> 3 . En el Ejemplo 3 aqui abajo 
ilustraremos este hecho de que una cadena de prolongaciones de una funcion 
dada sobre D y puede llevar a una funcion final diferente definida en el propio D v 
Si f 2 es la prolongacion analitica de f x desde el dominio D k al dominio D 2 , 
entonces la funcion F definida por 


m = 


si z esta en D u 
si z esta en D 2 


es analitica en la union D k u D 2 . La funcion F es la prolongacion analitica en 
D x u D 2 tanto de f k como de / 2 , y /j ,/ 2 se llaman elementos de F. 

Ejemplo 1. Consideremos en primer lugar la funcion f y definida por 

00 

/i(z) = Z *"• t 1 ] 

n = 0 

Esta serie de potencias converge a 1/(1 — z) cuando \z\ < 1 (Sec. 46). Diverge 
cuando |z| > 1 , ya que entonces la norma del termino «-esimo z" no tiende a cero 
cuando n tiende a infinito. Por consiguiente, 


y /, no esta definida para |z| > 1 . 
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En cuanto a la funcion 


fi(z) = 


(z ¥= 1) 


esta defmida y es analltica en todas partes excepto en el punto z = 1 . Como 
f 2 (z) = /i(z) dentro del clrculo |z| = 1 , la funcion f 2 es la prolongacion analltica 
de f l en el dominio consistente en todos los puntos del piano z, excepto z = 1 . 
Es la unica posible prolongacion analltica de f 1 en ese dominio, de acuerdo con 
las observaciones del comienzo de esta section. En este ejemplo, j\ es tambien 
un elemento de f 2 . 

Conviene hacer constar que si empezamos con la information de que la serie 
de potencias 

00 

z *■ 

n = 0 

converge para |z| < 1 y que su suma es 1/(1 — x) cuando z = x, podemos 
concluir que su suma es 1(1 — z) siempre que |z| < 1. Una serie de potencias 
convergente representa una funcion analltica, y 1/(1 — z) es la funcion analltica 
en el interior del circulo |z| = 1 que toma los valores 1/(1 — x) a lo largo del 
segmento del eje x interior a ese circulo. 

Ejemplo 2. Consideremos la funcion 


/i(z) = <? z ' dt. 


Como se vio en el Ejercicio lc), Section 31, esta integral existe solo cuando 
Re z > 0, siendo su valor 1/z. Por tanto, podemos escribir 


/i(z) = - (Re z > 0) [4] 

z 

El dominio de definition Re z > 0 se denota por D { en la Figura 133, y /, es 
analltica alii. Sea f 2 defmida por la serie geometrica: 




(|z + i\ < 1 ). 


Dentro de su circulo de convergencia, que es el circulo unidad centrado en el 
punto z = i, la serie es convergente. Mas concretamente, 


fi(z) = i 


1 — (z + i)ji z 
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I ^ 


\ 

I 



L—-" 
Figura 133 


cuando z esta en el dominio |z + zj < 1 , denotado D 2 . Evidentemente, 
fi(z) =/i(ti en todo z de la intersection D 1 n D 2 , y f 2 es la prolongacion anali- 
tica de j\ en D 2 . 

La funcion F{z) = 1/z (z / 0) es la prolongacion analltica tanto de j\ como de 
f 2 en el dominio D 3 que consta de todo el piano z, salvo el origen. Las funciones 
fi y fi son elementos de F. 

Ejemplo 3. Consideremos finalmente esta rama de z 112 : 

/i(z) = y/r e iei2 (r > 0,0 < 6 < n). 

Una prolongacion analltica de /, a traves del eje real negativo en el semipiano 
inferior es 

fi(z) = y/r e w/2 (r > 0 , ^ < 0 < 2n"j. 

Una prolongacion analltica de f 2 a traves del eje real positivo en el primer 
cuadrante es, entonces, 

fi(z) = y/r e im > 0, n < 6 < 

Notese que/ 3 (z)/,(z) en el primer cuadrante; de hecho,/ 3 (z) = ~j\(z) alii. 

103. PRINCIPIO DE REFLEXION 

En el Capitulo 3 vimos que algunas funciones elementales /(z) poseen la propie- 
dad de que /(z) = /(z) para todo punto z en un cierto dominio, y otras no. 
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Ejemplos. Las funciones 

z, z 2 + 1, e z , sen z 

tienen esa propiedad, porque al sustituir z por su conjugado el valor de tales 
funciones pasa a ser el conjugado del valor original. Por otra parte, las funciones 

iz, z 2 + i, e iz , (1 + 0 sen z 

no tienen esa propiedad de que la reflexion de z en el eje real corresponda a la 
reflexion de /(z) en el eje real. 

El siguiente teorema, conocido como princpio de reflexion, explica esas obser- 
vaciones. 

Teorema. Sea f una funcion analitica en algun dominio D que incluye un 
segmento del eje x y es simetrico respecto del eje x. Si /(z) es real siempre que x 
es un punto de ese segmento, entonces 

f(z) = /(z) [1] 

siempre que z sea un punto de D. Reciprocamente, si se satisface la condicion 
[i], entonces f(x) es real. 

La Ecuacion [1] representa la misma condicion sobre / que la ecuacion 

/(z) = /(z), [2] 

donde /(z) = u(x, y) + iv(x, y) y 

/(z) = u(x, -y) - iv(x, -y). [3] 

Cuando se satisface la condicion [2] en un punto (x, 0) del eje real, 

«(x, 0) — iv(x, 0) = m(x, 0 ) + iv(x, 0). 

Por tanto, v(x, 0) = 0 y/(x) es real. La afirmacion reciproca del teorema es, pues, 
cierta. 

Para demostrar la afirmacion directa, hemos de probar antes que la funcion 
f(z) es analitica en el dominio D. Escribimos 

F[z)=m = U(x, y) + iV(x, y). 

Entonces, segun [3], 

U(x, y) = u(x, t ), V(x, y) = - v(x, t) 


[4] 
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donde t = —y. Como /(x + it) es una funcion analitica de x + it, las funciones 
u(x, t ) y v(x, t), junto con sus derivadas parciales, son continuas sobre D, y en el se 
cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann 

u x = v„ u t = -v x [5] 

Ahora bien, en vista de las ecuaciones [4], 

U x = u x , V y = -v,~ = v t ; 

y se desprende de ellas y de la primera ecuacion en [5] que U x = V y . Analoga- 
mente, U y = — V x . Estas derivadas parciales de U, V son continuas, y la funcion 

m =m 

es, por tanto, analitica en D. 

Dado que /(x) es real, v(x, 0) = 0. Luego 

F{x) = U(x, 0) + iV(x, 0) = m(x, 0); 

es decir, F[z) = f(z) si el punto z esta en el segmento del eje x interior al dominio 
D. Del corolario de la Section 101 se sigue que F(z) = f(z) en todo punto z de D, 
pues ambas son funciones analiticas alii. Asi pues, la condicion [2] queda estable- 
cida, y probado con ello el teorema. 


EJERCICIOS 

1. Recordando que las funciones seno y coseno hiperbolicos, la exponencial y las 
funciones seno y coseno son todas enteras, usar el teorema de la Section 101 para 
obtener cada una de estas identidades para todo z complejo, a partir de las identi- 
dades correspondientes cuando z es real: 

a) senh z + cosh z = e z ; b) sen 2z cos z; 

c) cosh 1 z - senh 1 7 = 1; 4 «n (| - *) - cos , 

2. Probar que la funcion 

Mz) = tz * ±') 

es la prolongacion analitica de la funcion 

OO 

fjz) = X (-l)"z 2 " (|z| < 1) 

n~ 0 

en el dominio que consiste en todo el piano z, excepto z = 
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3. Demostrar que la funcion f 2 (z) = l/z 2 (z ^ 0) es la prolongation analitica de la 
funcion 

/i(z) = t (* + 1)(* + 1)" (I* + 1| < 1) 

n = 0 

en el dominio que consta de todo el piano z, salvo z = 0. 

4. Explicar por que la funtion 


/ 4 (z) = Jr 


(r > 0, — n < 9 < n) 


es la prolongation analitica de la funtion (Ej. 3, Sec. 102) 


/i(z) = Jr e ie 


(r > 0, 0 < 6 < n) 


a traves del eje real positivo en el semipiano inferior. 

5. Hallar la prolongation analitica de Log z desde el semipiano superior Im z > 0 al 
semipiano inferior a traves del eje real negativo. Notese que esta prolongation 
analitica es diferente de Log z en el semipiano inferior. 


Sol. In r + i6 (r > 0, 0 < 6 < In). 


6. Hallar la prolongation analitica de la funcion 


/(z) = te zt dt (Re z > 0) 


en el dominio formado por todo el piano z, excluido el origen. 


Sol. 1/z 2 . 


7. Probar que la funcion l/(z 2 + 1) es la prolongation analitica de la funcion 


/(z) = e zt sen t dt (Re z > 0) 


en el dominio consistente en todo el piano z, excepto z = ±i. 

8. Demostrar que si en el teorema de la Section 103 se sustituye la condition de que 
f(x) sea real por la de que f(x) sea imaginario puro, la conclusion cambia a 

/(z) = -m 


9. Usar el corolario de la Section 101 para probar que si una funcion /(z) es anali¬ 
tica y no constante sobre un dominio D, entonces no es constante en ningun entorno 
en D. 

Sugerencia: Supongase que / tuviese un valor constante w 0 sobre un entorno 
en D. 
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104. PUNTOS SINGULARES EVITABLES Y ESENCIALES 

El comportamiento de una funcion cerca de un polo ha sido mencionado en la 
Section 57 y en sus Ejercicios 9 y 10. En esta section presentamos dos importan- 
tes teoremas que describen el comportamiento de funciones cerca de los otros dos 
tipos de puntos singulares aislados, los evitables y los esenciales. 

El primer teorema, debido a Riemann, se refiere a los puntos singulares 
evitables. 

Teorema 1. Sif es acotada y analitica en un entorno punteado 0 < |z — z 0 | < 3 
de un punto z 0 , entonces o bien f es analitica en z 0 o bien z 0 es un punto singular 
evitable de f. 


Para demostrar esto, suponemos satisfechas las condiciones impuestas sobre/ 
y observamos que / viene representada por una serie de Laurent: 


/(z) = I a„(z - z 0 f + X -— n —z 

n = 0 n= 1 \Z — Z 0 J 


(0 < \z - z 0 1 < (5). [1] 


Si C denota un circulo orientado positivamente \z - z 0 \ = p, con p < 6, 
entonces los coeficientes b„ son (Sec. 47) 


“ zb J, 


/(z) dz 

c (z - z 0 )-" +1 


(n = 1 , 2 , ...). 


Por ser / acotada en el entorno punteado, existe un numero positivo M tal que 
\f(z)\ < M (0 < |z — z 0 | < <5). 


De [2] se deduce que 


1 M 

\b n \ ^ 2 np = Mp - (n = 1, 2, ...). 

Ln p 

Como los coeficientes b n son constantes y p se puede escoger arbitrariamente 
pequeno, podemos concluir que b„ = 0 (n = 1, 2, ...). Asi que la serie [1] se 
reduce a 


f(z) = £ a„(z - z 0 )" (0 < \z - z 0 1 < <5). [3] 

n = 0 

Si/(z 0 ) = a 0 , esta representation en serie de potencias es valida en el entorno 
|z — z 0 ] < 3, en cuyo caso / debe ser analitica en z 0 . En caso contrario, / puede 
hacerse analitica en z 0 poniendo /(z 0 ) = a 0 . El punto z 0 es, pues, un punto 
singular evitable de /. Esto completa la demostracion del teorema - 
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El comportamiento de una funcion en las proximidades de un punto singular 
esencial es muy irregular. Ya se anuncio en la Seccion 55 , donde se formulo el 
teorema de Picard, a saber, en todo entorno de un punto singular esencial la 
funcion toma todo valor finito, con una sola excepcion posible, un numero infinite de 
veces. Se ilustro este hecho en el Ejemplo 4 de esa seccion, probando que la 
luncion exp(l/z), que tiene un punto singular esencial en el origen, toma el valor 
-1 un numero infinito de veces en cualquier entorno de ese punto singular No 
vamos a probar el teorema de Picard, pero si uno de Weierstrass relacionado 
que muestra como el valor de una funcion es arbitrariamente proximo a cual¬ 
quier numero prefijado c en ciertos puntos arbitrariamente proximos a un punto 
singular esencial de esa funcion. F 

Teorema 2. Sea z 0 un punto singular esencial de una funcion f y sea c 
cualquier numero complejo dado. Entonces para cada numero positivo e por 
pequeno que sea, la desigualdad 

m — c\ < e [- 4 -] 

se satisface en algun punto z de todo entorno punteado de z 0 . 

- f! ra c * emostrar e \ teor ema, consideremos un entorno punteado 0 < |z — z I 
< d de zo, con 5 suficientemente pequeno para que/sea analitica alii, y suponga- 
mos que [4] no se cumple en ningun punto de ese entorno punteado. En tal caso 
\j\ z > — c\ > e para todos esos puntos, y la funcion 

^ = f(z) - c (0 < |z - z 0 1 < ,5) [ 5 ] 

es acotada y analitica. Segun el Teorema 1 , z 0 es un punto singular evitable de g. 
Defmamos g[z 0 ) de modo que g sea analitica en z 0 . Como / no puede ser 
constants tampoco g puede serlo y, a la vista de la serie de Taylor para g en z 0 o 
es g(z 0 ) # 0 o g tiene en z 0 un cero de orden finito. En consecuencia, su reciproca, 



c. 


o bien es analitica en z 0 o bien tiene en z 0 un polo (vease Sec. 57). Pero esto 
contradicelahipotesis de que z 0 sea un punto singular esencial de/. Por tanto la 
condicion [4] ha de satisfacerse en algun punto del entorno punteado dado ’ 


105. PRINCIPIO DEL ARGUMENTO 

Sea C . un contorno cerrado simple orientado positivamente en el piano z, y sea f 
una funcion analitica dentro de y sobre C con la posible excepcion de polos 
mtenores a C. Supongamos ademas que /no tiene ceros sobre C. La imagen T de 


TEORIA DE FUNCIONES COMPLEMENTARIA 375 


C bajo la transformation w = f(z) es un entorno cerrado en el piano w (Fig. 134). 
Cuando un punto z recorre C en sentido positivo, su imagen w recorre T en una 
determinada direction que fija sobre T una orientation. 




Figura 134. w = f(z). 

Como / no tiene ceros sobre C, el contorno T no pasa por el origen del piano 
w. Sea w 0 un punto fijado de T, y sea <f> 0 un valor de arg w 0 . Hagamos variar 
ahora de modo continuo el arg w, partiendo del valor </> 0 , mientras el punto w 
arranca de w 0 y recorre T una vez en el sentido que le ha asignado la transforma¬ 
tion w = /(z). Cuando w vuelve al punto inicial vv 0 , arg w toma un valor 
particular de arg w 0 que denotaremos por Asi pues, el cambio en arg w al 
describir w una vez T en su sentido de orientation es (/>, — (j> 0 . Notese que este 
cambio es independiente del punto particular vv 0 escogido para determinarlo. 

El numero <j) 1 — (j> 0 es tambien el cambio en el argumento f(z) cuando z 
describe C una vez en sentido positivo, y escribimos 

A c arg /(z) = <j) 1 - <p 0 . [1] 

El valor de A c arg /(z) es un multiplo entero de 2n, y el entero 


— A c arg /(z) 

representa el numero de veces que el punto w gira en torno al origen en el piano 
w cuando z describe C una vez en sentido positivo. Si, por ejemplo, este entero es 
— 1, entonces T da una vuelta en torno al origen en sentido de las agujas de un 
reloj. En la Figura 134 el valor de A c arg /(z) es cero. El valor de A c arg f(z) es 
siempre cero cuando el contorno T no encierra al origen w = 0. Dejamos como 
ejercicio la verification de este hecho en un caso especial. 

El valor de A c arg /(z) puede determinarse a partir del numero de ceros y 
polos de/interiores a C. Recordemos del Ejercicio 11, Seccion 63, que esos ceros 
y polos son necesariamente finitos en numero. 
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Teorema. Sea C un contorno cerrado simple, descrito en sentido positivo, y sea 
f una funcion que es analitica dentro de y sobre C, excepto posiblemente en 
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polos interiores a C. Supongamos ademas que f no tiene ceros sobre C. En- 


2 n A c arg f(z) = N — P, [ 2 ] 

donde N y P son el numero de ceros y el numero de polos def contados con sus 
multiplicidades, interiores a C. 

Nuestra demostracion de este resultado, conocido como principio del argu- 
mento, se basa en la igualdad 


i [m 


l7li Jc f{z) 


dz = N — P, 


obtenida en el Ejercicio 9 de la Seccion 63. Si C se expresa parametricamente 
como z = z(t)(a g / ^ b), una representation parametrica de su imagen r bajo 
la transformation w = f(z) es 

w = w(t) = /[z(/)j (a g t ^ b). 

Ahora bien, de acuerdo con el Ejercicio 10, Seccion 31, 

w '(t) = f'[z(tj]z'(t) 

a lo largo de cada uno de los arcos suaves que constituyen el contorno T. Puesto 
que z'(t) y w'(t) son continuas a trozos en el intervalo a ^ t ^ b, podemos escribir 


- rr , z (r) dt = 

a /IXO] 


a Mt) 


Es decir, 


De manera que la Ecuacion [3] se convierte en 


1 f dw 


2ni J r w 


= N - P. 


Como T nunca pasa por el origen del piano w, podemos expresar cada punto 
de ese contorno en forma exponential como w = exp (i<f)). Si representamos 
entonces T en terminos de algun parametro z como 

w = h>(t) = p( t) exp 0/)(t)] (eg T g d). 
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obtenemos 


w'(t) = p'(z) exp [i<£(t)] + p(t) exp [^(t)]/ 0 '(t), 

donde p'{t) y 4>'(t) son continuas a trozos en el intervalo c < z < d. Por tanto 
podemos escribir 

f dw C d w'(z) C d p\z) , f d 

— = dz = —— dz + / fi(z) dz, 

Jr w J c w(z) J c p(z) 


= In p(z) + i(p(x) 


Pero p(d) = p(c) y 


<P(d) - 0(c) = 0i - 0 O = A c arg f(z). 


En consecuencia. 


f dw 

Jr w 


i A c arg f(z). 


Ahora la expresion [2] se deduce inmediatamente de [4] y [5]. 

Una aplicacion del principio del argumento aparece en el Ejercicio 7, en el 
que se esboza una demostracion alternativa del teorema de Rouche (Sec. 63). 


EJERCICIOS 

1. Sea c un numero complejo no nulo prefijado. Probar que la funcion exp (1/z), que 
tiene en z = 0 un punto singular esencial, toma el valor c un numero infinito de veces 
en cualquier entorno del origen. 

Sugerencia: Hacer c = c 0 exp (iy), conc 0 > 0, y probar que exp (1/z) toma el valor 
c en los puntos z = r exp (iff) cuando r y 0 satisfacen las ecuaciones 


r 2 = - j. -rr’ sen 6 = 

y 2 + (In c 0 ) 2 


h 2 + (In c 0 ) 2 


/y 2 + (In c 0 ) 2 


Observese que r se puede hacer arbitrariamente pequeno anadiendo multiplos ente- 
ros de 2it al angulo y, manteniendo c inalterado. 

2. Demostrar que si una funcion /es analitica en un entorno punteado de un punto z 0 y 
si z 0 es un punto de acumulacion (Sec. 8) de ceros de /, entonces o z 0 es un punto 
singular esencial de/o/es identicamente nula. 

Sugerencia: Recordar el Ejercicio 8 de la Seccion 5. 


.net 
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3. Examinar los ceros de la funcion z 2 sen (1/z), y aplicar el resultado obtenido en el 
Ejercicio 2 para probar que el origen es un punto singular esencial de esa funcion 
Notese que esta conclusion se sigue tambien de la naturaleza del desarrollo en serie 
de Laurent de esa funcion en el dominio 0 < |z| < °°. 

4. Sea / una funcion analitica dentro de y sobre un contorno cerrado simple C, y 

supongamos que/no se anula en ningun punto de C. Sea la imagen de C bajo’la 
transformation w = f(z) el contorno cerrado T que muestra la Figura 135. Usando 
T, determinar el valor de A c arg/(z). Determinar asimismo el numero de ceros de f 
interiores a C. ' 

V 

r 


U 


Figura 135 

5. Sea C el circulo unidad \z\ = 1 descrito en sentido positivo. Hallar el valor de A r are 
/(z) para la funcion 

a) m = z 2 ; b)f(z) = *L±1. 

z 

Ademas, para cada una de las transformaciones definidas por esas funciones, hallar el 
numero de veces que el punto imagen w gira en tomo al origen del piano w cuando el 
punto z describe C una vez en sentido positivo. 

Sol. a)An,2\ b) ~2n, -1. 

6. Con la notation de la Section 105, probar que si T no encierra al origen w = 0 y 
existe un rayo que arranca de ese punto y no intersecta a T, entonces A c arg/(z) = 0 

Sugerencia: El cambio en el valor de arg/(z) debe ser menor que 2;r en valor 
absoluto cuando el punto z da una vuelta sobre C. Usar entonces el hecho de que 
A c arg /(z) es un multiplo entero de 2n. 

7. Sean / g dos funciones analiticas dentro de y sobre un contorno cerrado simple C, y 
supongamos que \f(z)\ > |g(z)| en todo punto de C. Seguir los pasos descritos a 
continuacion con el fin de lograr una demostracion alternativa del teorema de 
Rouche (Sec. 63), que afirma que/y/ + g deben tener el mismo numero de ceros, 
multiplicidades incluidas, interiores a C. Ya sabemos por la Section 63 que/y / + g 
no tienen ceros sobre C, al que suponemos orientado positivamente. 

a) Razonar por que bajo la transformation w = 1 + [g(z)//(z)] la imagen r de C 
esta dentro del ciculo \w — 1| = 1, y por tanto por que T no encierra al orieen 
w = 0 
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b) Tras observar que 

A c arg[/(z) + g(z)] = A c arg |/(z) 1 + = 

= A c arg /(z) + A c arg^l + 

usar el resultado de la parte a ) para concluir que 

A c arg[/(z) + g(z)] = A c arg /(z). 

Usar ahora el principio del argumento (Sec. 105) para completar la demostracion 
del teorema de Rouche. 
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106. UNA SUPERFICIE DE RIEMANN PARA log z 

Una superficie de Riemann es una generalization del piano complejo a una 
sUperfitie de mas de una hoja tal que una funcion multivaluada tiene solo un 
valor correspondiente a cada punto de esa superficie. Una vez construida esa 
superficie para una funcion dada, la funcion es univaluada sobre la superficie y se 
le puede aplicar alii la teoria de funciones univaluadas. Las complicaciones que 
aparecen ligadas al caracter multivaluado de la funcion quedan asi evitadas por 
un truco geometrico. Sin embargo, la description de esas superficies y la relation 
entre sus hojas pueden ser muy engorrosas. Limitaremos nuestra discusion a 
ejemplos muy simples, comenzando con una superficie para log z. 

Correspondiendo a cada numero no nulo z, la funcion multivaluada 

log z = In r + id 

tiene infinitos valores. Para describir log z como funcion univaluada, sustituimos 
el piano z, quitado el origen, por una superficie sobre la cual se coloca un nuevo 
punto cada vez que el argumento de z crece o decrece en 2n o en un multiplo 
entero de 2n. 

Consideremos el piano z, sin el origen, como una fina hoja R 0 cortada a lo 
largo del eje real positivo. Sobre esa hoja, 6 varia de 0 a 27t. Sea R 2 otra hoja 
cortada del mismo modo y colocada sobre R 0 . El borde inferior del corte en R 0 
se une entonces con el borde superior del corte de Rj. Sobre R 1 , 6 varia de 2n a 
4n; asi que cuando z es representado por un punto en R l la componente imagina- 
ria de log z varia de 2 n a 4 tt. 

Se corta ahora de la misma manera otra hoja R 2 y se coloca sobre R x . El 
borde inferior del corte de se une con el superior del corte R 2 , y analogamente 
para las hojas R 3 , R A , ... Una hoja R , en la que 6 varia desde 0 hasta —2n se 
corta y se coloca bajo R 0 , con el borde inferior de su corte unido al borde 
superior del corte de R 0 . Las hojas R- 2 , R 3 ,... se construyen de forma similar. 
Las coordenadas r y 6 de un punto sobre cualquiera de las hojas pueden 
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considerate como coordenadas polares de la proyeccion del punto sobre el 
piano z original, estando restringida la variation de 9 en cada hoja a un rango de 
2n radianes. ' “ 

Consideremos cualquier curva continua sobre esta superficie conexa de infini- 
tas hojas. A1 describir un punto z esa curva, los valores de log z varian continua- 
mente ya que 9, al igual que r, varia continuamente; y log z toma exactamente un 
valor correspondiente a cada punto de la curva. Por ejemplo, si el punto da una 
vuelta completa en torno al origen sobre la hoja R 0 por el camino indicado en la 
Figura 136, el angulo cambia de 0 a 2n. Al atravesar el rayo B = 2n, el punto 
pasa a la hoja ^ de la superficie. Mientras completa una vuelta en R 1; el angulo 
9 ’/aria de 2n a 4n, y al cruzar el rayo B = 4n, el punto pasa a la hoja R 2 . 


/'K\ 

\ o I / 

\ / 

N | / 


Figura 136 


La superficie aqui descrita es una superficie de Riemann para log z. Es una 
superficie conexa de infinitas hojas, construida de modo tal que log z es univalua- 
da sobre ella. 

La transformation w = log z aplica la superficie de Riemann completa de 
manera uno a uno sobre todo el piano w. La imagen de la hoja R 0 es la franja 
0 <; v S 2n. Cuando un punto z se mueve por la hoja R, a lo largo del arco 
que muestra la Figura 137, su imagen w se mueve hacia arriba cruzando la recta 
v = 2n, como indica esa figura. 


Figura 137 


Notese que log z, definida sobre la hoja R u representa la prolongation 
analitica de la funcion analitica univaluada 


/(z) = In r + id (0 < 9 < 2n) 
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por el eje real positivo hacia arriba. En ese sentido, log z es no solo una funcion 
univaluada de todos los puntos de la superficie de Riemann, sino tambien una 
funcion analitica en ellos. 

Las hojas podrian haberse cortado, claro esta, a lo largo del eje real negativo 
o de cualquier otro rayo que parta del origen, y unidas adecuadamente por los 
bordes de sus cortes formarian otra superficie de Riemann para log z. 

107. UNA SUPERFICIE PARA z 1 ' 2 

En cada punto del piano z, la funcion 

z i/2 = e wi2 

tiene dos valores. Una superficie de Riemann para z 1/2 se obtiene sustituyendo el 
piano z por una superficie de dos hojas R 0 y R u cortadas ambas a lo largo del eje 
real positivo y con R x situada sobre R 0 . El borde inferior del corte de R 0 se une 
con el superior de R x , y el inferior de R x con el superior de R 0 . 

Si un punto z parte del borde superior del corte de R 0 y describe un circuito 
continuo en torno del origen en sentido positivo (Fig. 138), el angulo 9 crece de 0 
a 2n. El punto pasa entonces de la hoja R 0 a la hoja R lt donde 6 crece de 2n a 4n. 
Al seguir moviendose el punto, regresa a la hoja R 0 , donde los valores de 9 varian 
de 47t a 67t, o desde 0 a 2n, una election que no afecta al valor de z 1/2 , etc. 
Observese que el valor de z 1/2 en un punto en el que el circuito pasa de la hoja R 0 
a la hoja R 1 es diferente del valor de z 1/2 en un punto en el que el circuito pasa de 
la hoja R 1 a la hoja R 0 . 



Figura 138 


Hemos construido asi una superficie de Riemann sobre la cual z 1/2 es una 
funcion univaluada para todo z no nulo. En esa construction, los bordes de las 
hojas R 0 y R 1 se han unido por pares de modo tal que la superficie obtenida es 
conexa y cerrada. 

Los puntos en que se unen dos bordes son distintos de los puntos en que se 
unen los otros dos bordes. Asi pues, es fisicamente imposible realizar un modelo 
de esa superficie de Riemann. Al visualizar una superficie de Riemann es impor- 
tante comprender como hay que proceder al llegar al borde de un corte. 

.net 
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El origen es un punto especial sobre esa superficie de Riemann Es comun a 
ambas hojas, y una curva en tomo del origen sobre la superficie ha de dar dos 
vueltas a su alrededor si ha de ser una curva cerrada. Un punto de esta clase 
sobre una superficie de Riemann se llama un punto de ramification. 

La imagen de la hoja R 0 bajo la transformation w = z 1/2 es la mitad superior 
del piano w, ya que el argumento de w es 0/2 sobre R 0 , donde 0 ^ 0/2 g % 
Analogamente, la imagen de la hoja R x es el semipiano w inferior. Tal como'esta 
definida sobre cada hoja, la funcion es la prolongation analitica a traves del corte 
de la funcion definida sobre la otra hoja. La funcion univaluada z 1/2 de los 
puntos de la superficie de Riemann es analitica en todos los puntos, excepto en el 
origen. 

108. SUPERFICIES PARA FUNCIONES RELACIONADAS 

Ejemplo 1. Vamos a describir una superficie de Riemann para la funcion biva- 
luada 

m = (z 2 - 1 )^ = ^ exp OL+Jbi [ 1 ] 

donde z - 1 = fl exp (iO,) y z + 1 = r 2 exp (ifl 2 ). Una rama de esa funcion, con 
el segmento recto P 1 P 2 entre los puntos de ramificacion z = +1 como corte de 
ramification (Fig. 139), se describio en el Ejemplo 2, Section 72. Esa rama es tal 
como se ha escrito arriba, con las restricciones r k > 0, 0 ^ 0 k < 2n (k = 1, 2) y 
r i + *2 > 2. La rama no esta definida sobre el segmento P l P 2 . 



Figura 139 


Una superficie de Riemann para la funcion bivaluada [1] debe consistir en 
dos hojas R 0 y R k . Cortamos ambas por el segmento P k P 2 . El borde inferior del 
corte en R 0 se une entonces con el borde superior de corte en R u y el inferior 
de R t con el superior de R 0 . 

Sobre la hoja R 0 hacemos variar a los angulos 0 t y 0 2 desde 0 hasta 2n. Si 
un punto de R 0 describe una curva cerrada simple que encierra al segmento P,P, 
una vez en direccion contraria a la de las agujas de un reloj, tanto 6, como 0 2 
cambian en 2 n al regresar el punto a su position original. El cambio en (0, + 0,)/2 
es tambien 2n, y el valor de/queda inalterado. Si un punto que parte del 
describe un camino que pasa dos veces en torno del punto z = 1, cruza de R n 
a y ^spues regresa a R 0 antes de volver a su position original. 
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En este caso, el valor de 0j cambia en 4n, mientras que el de 0 2 no sufre 
cambio ninguno. Analogamente, para un circuito que gire dos veces en torno al 
punto z = — 1, el valor de 0 2 cambia en 47t, mientras el de 0 t no cambia. De 
nuevo, el cambio en (0, + 0 2 )/2 es 2n, y el valor de/queda inalterado. Asi pues, 
sobre la hoja R 0 el recorrido de los angulos 0 O y 0 2 puede ser extendido cambian- 
do ambos 0 X y 0 2 por un mismo multiplo entero de 2n o cambiando solo uno de 
los angulos en un multiplo entero de 4n. En cualquier caso, el cambio total en 
ambos angulos es un multiplo entero par de 2 n. 

Para obtener el rango de valores para 0 X y 0 2 sobre la hoja R u hagamos 
notar que si un punto parte de R 0 y describe un camino en tomo de uno solo de 
los puntos de ramification una vez, cruza a la hoja R k y no vuelve a R 0 . En este 
caso, el valor de uno de los angulos cambia en 2n mientras el otro no sufre 
cambio. Por tanto, sobre la hoja R k un angulo puede variar entre 2n y 4n, 
mientras el otro lo hace entre 0 y 27r. Su suma varia entonces entre 2n y 4ny el 
valor de (0 t + 0 2 )/2, que es el argumento de/(z), varia entre n y 2n. Nuevamente, 
el rango de los angulos se extiende cambiando el valor de uno de ellos por un 
multiplo entero de 4n o cambiando el valor de ambos por un mismo multiplo 
entero de 2n. / 

La funcion bivaluada [1] puede considerarse ahora como una funcion univa¬ 
luada de los puntos de la superficie de Riemann que acabamos de construir. La 
transformation w = /(z) aplica cada una de las hojas sobre el piano w completo. 

Ejemplo 2. Sea la funcion bivaluada 

/(z) = [z(z 2 - 1)] 1/2 = yjrr 2 r 2 exp ^ + ^ + ^ [2] 

(Fig. 140). Los puntos z = 0, ± 1 son puntos de ramificacion de esa funcion. 
Notese que si el punto z describe un circuito que encierra a esos tres puntos, el 
argumento de/(z) cambia en 3n y, en consecuencia, el valor de la funcion cambia. 
En consecuencia, un corte de ramificacion ha de ir desde uno de los puntos de 
ramificacion hasta el infinito si queremos describir una rama univaluada de /. 
Por tanto el punto del infinito es tambien un punto de ramificacion, como puede 
verse sin mas que observar que la funcion /(1/z) tiene un punto de ramificacion 
en z = 0. 



.net 


Figura 140 
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Cortemos dos hojas a lo largo del segmento recto L 2 de z = -1 a z = 0 v a 
lo largo de la parte L x del eje real que esta a la derecha del punto z =1 
Especificamos que cada uno de los angulos 0, 6, y 0 2 deben variar entre 0 y 2n 
sobre la hoja R 0 , y entre 2 n y 4n sobre la hoja R,. Especificamos asimismo que 
los angulos correspondientes a un punto sobre cualquier hajo pueden ser cambia- 
dos por multiplos enteros de 2 n de forma tal que la suma de los tres angulos 
cambie en un multiplo entero de 4n. El valor de/ por tanto, queda invariable 
Una superficie de Riemann para la funcion bivaluada [2] se obtiene uniendo 
los bordes mfenores en R 0 de los cortes L 1 y L 2 con los superiores en R. de los 
cortes y L 2 , respectivamente. Los bordes inferiores en R 1 de los cortes L v L 
se unen entonces con los bordes superiores en R 0 de los cortes en L, v lI 
respectivamente. Se comprueba sin dificultad con ayuda de la Figura 140 que una 
rama de la funcion viene representada por sus valores en los puntos de R n v la 
otra rama en los puntos de R 2 . 


EJERCICIOS 

1. Descnbir una superficie de Riemann para la funcion trivaluada w = (z - ip/ 3 v 
determmar que tercio del piano w representa la imagen de cada rama de esa sujx:r- 

2. Descnbir la superficie de Riemann para log z obtenida al cortar el piano z a lo largo 
Seccibn 106 negatlV °‘ Com P ararla con superficie de Riemann obtenida en la 

3. Hallar la imagen bajo la transformation w = log z de la hoja R„, donde n es un 
entero arbitrary de la superficie de Riemann para log z dada en la Section 106. 

4 ‘ SS’^™ Ue i/» b !? ( !i la tr fc 0rmaCl6n = 21/2 la hoja R > de la su P erficie ^ 

Riemann para z dada en la Seccion 107 se aplica sobre el semipiano w inferior. 

5 ' tirc,0n b ^ SOb ?K Una , SUPerflC r ie de Riemann para ^ la curva <=uya imagen es el 
circulo \w\ — 1 bajo la transformacion w = z 1/2 . 

6. A cada punto sobre la superficie de Riemann descrita en el Ejemplo 2, Seccion 108 
para la funcion w = f(z) de ese ejemplo, le corresponde exactamente un valor de w. 

robar que para cada valor de w existen, en general, tres puntos sobre la superficie. 

7. Describir una superficie de Riemann para la funcion multivaluada 



8. Sea C el circulo |z - 2| = 1, orientado positivamente, sobre la superficie de Riemann 
descnta en la Seccion 107 para z- donde la mitad superior de ese circulo esta en la 
oja R 0 y la inferior en R t . Notese que para todo punto z de C podemos escribir 

z 1/2 = ^Jr e MI2 


www.elsolu 


TEORIA DE FUNCIONES COMPLEMENTARIA 385 


donde 

^ 71 n 71 

4n - < 0 < 4n -• 

2 2 

Explicar por que se deduce que 

z 1/2 dz = 0. 

Jc 

Generalizar este resultado para englobar el caso de otras curvas cerradas simples que 
cruzan de una hoja a otra sin encerrar los puntos de ramification. Generalizar a otras 
funciones, extendiendo asi el teorema de Cauchy-Goursat a integrales de funciones 
multivaluadas. 

9. Hagamos notar que la superficie de Riemann descrita para (z 2 — 1) 1/2 en el Ejemplo 
1, Seccion 108, es tambien una superficie de Riemann para la funcion 

g(z) = Z + (z 2 - 1) 1/2 . 

Denotemos por / 0 la rama de (z 2 — 1) 1/2 definida sobre la hoja Ry Probar que las 
ramas g 0 y g 1 de g sobre las dos hojas vienen dadas por las ecuaciones 


go( z ) = 


1 

£i(z) 


= z + /o(z). 


10. En el Ejercicio 9, la rama /„ de (z 2 — 1) 1/2 puede ser descrita por la ecuacion 



donde 9 t y d 2 varian entre 0 y 27t, y 

z — 1 = r 1 exp (i6 x ), z + 1 = r 2 exp (i0 2 ). 

Notese que 2z = r, exp (iO^ + r 2 exp (i0 2 ), y demuestrese que la rama g 0 de la 
funcion g(z) = z + (z 2 — 1) 1/2 se puede escribir como 

1 / /— i6 l j — i@2\ 2 

go( z ) = 2 ( v G ex P ~2 + v G exp — 1 • 


Hallar g 0 (z)g 0 (z), y observar que r, + r 2 ^ 2 y cos [(0, — 0 2 )/2] g 0 para todo z, 
con objeto de demostrar que |g 0 ( z )l ^ L Probar entonces que la transformacion 
w — z + (z 2 — 1) 1/2 aplica la hoa R 0 de la superficie de Riemann sobre la region 
|w| 2; 1, la hoja R t sobre la region |w| g 1, y el corte de ramification entre los 
puntos z = +1 sobre el circulo |nj = 1. Notese que la transformacion usada aqui 
es inversa de la transformacion 
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y comparese el resultado obtenido con el del Ejercicio 7, Seccion 10. 
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* Vease Ejercicio 3, Section 93. 
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Presion de un fluido, 308 
’ Principal, parte, de una funcion, 196-197 
Principal, rama, de una funcion, 86 , 92 
261 

Principal, valor 
de Cauchy, 208 
de las potencias, 92 
del argumento, 14 
del logaritmo, 84 
Principio 

de deformation de caminos, 132 
de reflexion, 369-371 
del argumento, 374-377 
del modulo maximo) 145-146 
Punteado, entorno, 27 
Punto de remanso, 336 
Punto del infinito, 44 
entornos d^44« 
limites en el, 44-46 
Puro, numero imaginario, 1 

Racional, funcion, 32 
Radio-frecuencias (calor infrarrojo), ca- 
lentamiento por, 217 
Raices de numeros complejos, 20-23, 88-89 
Rama (o determination) de una funcion 
86 

principal, 86 , 92, 261 
Ramification, punto de, 86 , 382 
Real, eje, 7 

Real, valor de una, funcion, 31 
Recorrido de una funcion, 33 , 75 
Rectangulares, coordenadas, 7, 56, 251 
ecuaciones de Cauchy-Riemann en, 56 
numeros complejos en, 7 
Reflexion, 9, 33 

Reflexion, principio de, 369-371 
Regiones en el piano complejo, 27-28 
Regular, funcion, 64«. 

Residuos, 190-192 

aplicaciones de los, 207-215, 218, 221- 
222, 230-232 
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